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HaiiTe ompeesieHns: YUCIOBON P, YJACTUIHAS CyMMa psJia, CYMMa PAJ/ia, CXOMANIAICT DA, PACXOIAITUIACT
pan. Paccmorpum psit ¢ 0OIIM 9JI€HOM ay,. JJoKarkuTe, 9TO €Cau psii CXOMUTCH, TO an, — 0. . . . . . . . . ..
Cdopmynupyiite kpurepuit Komm cxopumoctu ducioBoit nocieaoparesibHocTr. CHOPMYyJIUPYHRTE U JIOKAXKITE
KpuTepuit Komm CXOMUMOCTH YUCITOBOTO PSIA.  « « o« « v v v e e v e e e e e e e e e e e e e e e e
Cdopmynupyiite n JOKaKUTE MPU3HAK CPABHEHUS [TOJIOKUTEIBHBIX YHCJIOBBIX PsiJIOB, OCHOBaHHBII Ha HEpa-
BEHCTBE Uy, < Dpye v o o o e e e e e e e e e e e e

CCll)OpMyHprfITQ 1 JOKazKHUTE IPU3HAK CPAaBHEHUA ITOJIOZKUTEJIbHBIX YHCJIOBBIX PAIOB, OCHOBaHHBIN Ha Hepa-
an+1 < anrl

BEHCTBE < e
an - b'fL -
CdopmyupyiiTe u JOKaxKuTe MPU3HAK CPABHEHUS TIOJIOZKUTEIBHBIX YUCJIOBBIX PsIJIOB, OCHOBAHHbII Ha IIpejiesie
. an
5
by

[Tycrs mocsenoBaTesbHOCTH { Ay by { Ay } TaKOBBL, uTO @y — (A —Ap—1) = ¢ U P Z ¢y, cxomuTes. Jokazkure,
qro cymecrByer C takoe, uro a1 +as + -+ a, = A, +CH+o(1). .. ..o
Cdopmyupyiite u gokaxkure npusnak Jlobauesckoro-Komm. . . . . . . . . .. ..o oo
Cdopmymupyiite Teopemy IllTombia o mpemese mocaemoBaTeabuocTn. [lokaxkure Ha mpuMepe, Kak ¢ TOMOIITHIO

. Pn
Teopembl [IITosIbIIA MOKHO yTOYHUTH ACUMIITOTUIECKYIO OIEHKY JJIs YaCTUIHON CYMMBI PSAid. —, Pp, ¢n — 0.
n

IIycto E Qs g aj, — CXOIAIIMECsT TOJOKHUTEIbHBIE PAIbL. [OBOPAT, 9TO P g a) cxoauTest GpicTpee

!/ / !/
psija E an, ecmn a,, = o(a,). JlokaxknTe, 9TO B 3TOM Cilydae Takke 1, = 0(ry,), TOe Tp, T

n - OCTaTKN

COOTBETCTBYIOIIUX PSIIIOB.  « « « v« v v o i e e et e e e e e e e e e e e e e e e s e e
IIycte Z Qn, Z a), - PACXOJIAIIIECS TIOJIOXKHUTETbHbIE Psiibl. [0BOpAT, 9TO psjt Z a), PACXOJUTCS MeJJICHHee
psijia Zan, ecim a,, = o(ay,). Joxkaxure, uro B 3TOM ciyuae Takxke S, = o(S,), e Sy, S, - YacTuUHBIE
CYMMBI COOTBETCTBYIOIIMX PSIOB. .« « « « o o v e vt e e e e e et e e e e e e e e e e e e e e
IIycTh OIOXKUTENBHBIN DS Z Ay CXOJUTCSA U Ty — €ro ocTaTok. Jlokakure, UTO psiJi Z(\/TTL — V/Tnt1 )

TaKKe CXOJIUTCH, IPUYIEM MeJIjIeHHee, YeM Psif g S

\/5) TaKKe PACXOJUTCH, IPUIEM MeJJIeHHee, YeM DT Z T
Cdopmynupyiite npusnak Jlasiambepa JUist TOJOKUTEIBHOTO PSIIA « « « « « v o v v v e e e e e e e e e e e e
Cdopmyupyiite pajauka/ibHblii Tpu3Hak KoMK JJIsl TIOJIOKUTEIBHOTO PSIIA. . « « « « o v o o o o e o e o o o
Jokaxkure, 910 BCAKWIT pa3, Korjga npusHak Jlajmambepa 1aéT oTBET HA BOIPOC O CXOAUMOCTU Psifia, TO

paJuKajbHbIi npu3Hak Komm gaér (TOT 2Ke) OTBET HA ITOT BOIIPOC. .« « « o o o v ot e e e e e e et e e e


https://t.me/akulutka
https://github.com/akulutka
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https://t.me/MaximND
https://github.com/DKozl50/Matan2-tex
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. An+1 .
Jlokaxxure, 9TO eciu JIJIs TOJIOKUTETHHOTO PsiJia g a, cymecTByer lim il q, To cymectByet u lim {/a,, =
q. .

IIpuBeuTe nprMep MOJIOKUTETBHOI'O PsiJia, BOIIPOC O MOBEIEHIH KOTOPOI'O HE MOYKET OBITH PEIIleH ¢ IOMOIIHIO

n

npusHaka JamamGepa, HO MOXKET ObITh PelleH ¢ IOMOIIBI0 paJuKaJbHoro npusanka Kommu (¢ o60cHOBaHIEM).

IIpuBeinre npuMep psijia, KOTOPBINA CXOAUTCS MeJJIeHHee JII0O0T0 psijia TeOMEeTPUYECKOIl IPOrPecCuu, HO ObICT-
pee J060ro 06OBIMIEHHOIO FAPMOHIYIECKOrO psjia (¢ 000CHOBAHUEM). .

Cdopmynupyiite npusnak Laycca i mosiokureabnoro psja. [IpuBeaure npumMep npuMeHeHUs IPU3HAKA,
Taycca. .

IIpuBeinTe IpUMeEp MOJIOKUTETHHOIO PsiJia, BOIPOC O IOBEJIEHUN KOTOPOT'O HE MOYKET OBITH PEIIeH ¢ IOMOIIHIO
upusnaka Laycca (¢ obocaoBanuem).

BoiBeinre IBYCTOPOHHIOO OIEHKY JIJIsl YACTUIHON CyMMBI psijia depe3 onpeieéunbiiit narerpas. Chopmysin-
pyiiTe U JIOKayKuTe MHTErpaJibHbI pusHak Kormu-MakiopeHna

Yro Takoe yiydiieHHEe CXOJUMOCTHU IMOJIOXKHUTEIbHOrO psia?! [lokarkure Ha mpumepe Kak MOXKHO YJIyUIIUTH
CXOJIMMOCTD PSITIA. .

HaiiTe ompe e eHnst: 3HAKOTIEPEMEHHDIN PsIJT, 3HAKOTIEPe LY IOIIUICS PsIJT, ADCOTIOTHO CXOSIITUICS PsIJT, YCJIOBHO
CXOJISIIIUICS PsiJl, TTOJIOKUTEIbHAST JaCTh PsiJla, OTPUIATEIbHAST YACTh PAJIA.

JlokazkuTe, ITO PsiJi CXOIUTCS aDCOIIOTHO POBHO B TOM CJIydae, KOTJIa CXO/IATCS €0 MOJIOKUTEIbHAS 1 OTPU-
naTeabHas IACTH. .

JlokaxkuTe, 9TO €C/IM P, CXOJUTCHA YCJIOBHO, TO €r0 HOJIOXKHUTEIbHAS U OTPUIATE]bHAS YaCTU PACXOJISATCS
(nMeroT GeCKOHETHBIE CyMMBI).

Cdopmyupyiite mazkopaHTHbII pu3Hak Beiteprirpacca. [Ipusegure mpumep rnpuMeHeHus IPU3HAKA. .
Yro Takoe rpyunupoBka dieHOB pana’ Jlokaxkure, UTO JIIOOON Dsij, TOJYyYEHHBIH U3 CXOJSIIETrOCS Dsiia
IPYIIIUPOBKOIl €10 UJIEHOB, CXOIUTCA U NMEET TY YKe CyMMY.

Kaxk ¢ moMoInpio rpynmnupoBKy Ipeodpa3oBaTh 3HAKOIIEPEMEHHDIN PsiJi B 3HAKO4Yepe rytomuiicsa? YTo MOKHO
YTBEPKJIATH O CXOJUMOCTH IOJIyIEHHOIO 3HAKOUEPEYIONEerocs psiia’?

Ipuseaure npumep npeobpa3oBaHus 3HAKOLIEPEMEHHOIO (HO He 3HAKOUYEPELYIOIEerocs) pada K 3HAKOUePe/Ly-
IOIIEMYCSI.

st 3HaKOYepeIYIONIerocs psijia ¢ yOBIBAIOIIEM II0 MOJIYJIIO OOIMUM HJIeHOM ChopMyaupyiiTe OIEHKY N1-r0
ocrarka. [IpuBeure mpuMep MpUMeHEHUs 3TOW OIEHKU.

Cdopmynupyiite npusnax Jleiitbauia jis 3HAKOIEPEIyIOIIErocst psia. IlpuBeanre npumep TpuUMeHEHUS TTPHU-
snaka Jleibnunra.

IlokazknTe HA IpUMeEpe, YTO K 3HAKOIIEPEMEHHBIM Psi/laM HEIPUMEHUM IIPeJeIbHbII IPU3HAK CPDABHEHUS.

Tokazkure, 9TO Jist JIOOBIX IUCJIOBBIX HOCAen0BaTebHOCTEH {a, }, { By} cupasenmsa dbopmyiia cyMMupo-

N N
BaHUA 110 YACTAM: Z an (B, — Bn—1) = (anBy — a;nBp) — Z (an — ap—1)Bn-1.
n=m+1 n=m-+1

Cdopmynupyiite npusnak Jupuxiie. [IpuBeanre npumep ero mpuMeHeHMsI.
Cdopmynupyiite npusnak Abesst. BoiBeaure yrBepkiaeHue npusnaka Abess u3 npusHaka JIupuxie. .
Yro Takoe mepecraHoBka 4jieHoB psiia’l IlpuBemure npumep.

CdopmymupyiiTe CBORCTBO aDCOTIOTHO CXOILAIIETOCS PsIia, CBI3aHHOE C IEPECTAHOBKON UJICHOB. .

CdopmysupyiiTe CBOWCTBO YCJIOBHO CXOMSIIErOCs Psijia, CBA3AHHOE C IIePeCTaHOBKOIl 1ieHoB (Teopema Pumana).

ITpuseuTe TpUMED YCIOBHO CXOJAIIETOCS PSIJIa U IEPECTAHOBKU, MEHSIOMIE ero cyMMmy (¢ 060CHOBaHUEM ).
Kak omnpeensiercst mpoussejienne psijioB? UTo MOXKHO yTBEPXKIATH O MPOU3BEIEHUHN a0COJIOTHO CXOISIIIIAXCST
psioB? .

Yro Takoe npoussesenne psyioB B popme Kommu? Tlpusegure nmpumep BHIYUCIEHUS TAKOTO TIPOU3BEICHU. .
Haiire orpejiesiennst: GeCKOHETHOE TTPOU3BEICHNE, YACTUIHOE TPOU3BEJIEHUE, CXOJIIeecss DECKOHETHOE TIPO-
U3BEJICHNE, PACXO/IsIeecs: OECKOHETHOE TPON3BEICHNE.

Cdopmymupyiite u 1oKaXKuTe HEOOXOAMMOE YCJIOBHUE CXOIUMOCTU OECKOHETHOI'O TTPOU3BEIEHUSI.
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[Tycrs mocnenosarensrocT {ay, b, {An}, An # 0 Takosel, 9TO @) = - ¢, 1 GECKOHEYHOE MTPOU3BEICHIE

_-n
An—l
N
ch cxonurest. Jlokaykure, urto cymecrsyer aucio C # 0, €To H an = An - (C +0(1)).
n=1

Kak ompejensiercst coorBercrByonmii 6eckoneanomy mpoussejenuio psi! Cdopmynupyiite u jroKaxKnuTe
yTBEp2KJieHne 00 UX B3aMMOCBSI3N.

B kakom ciygae beckoHedHOE TIPOU3BEIEHNE HA3BIBAETCs cxondanuMces abcosmorao? ChopMymmpyiite u 10Ka-

JKNATe KPUTepuil abCOIIOTHON CXOAMMOCTH OECKOHEYHOTO IIPOU3BEICHUS.

Hanwmure IIpou3Be/IeHNEC Bauuca u ero 3nauenue. Boranciienne kakux NHTEerpaJioB IIPUBOJIUT K STOM cl)opMyJIe?

Haiite onpenenenue j3era-pynkuun ((-bynxms) Pumana. Cdopmynupyiite roxpecrso Ditnepa s (-
DYHKITNAMN.

Jaiite onpesenennst: (pyHKIMOHAIBHAS MTOCIEI0BATENIBHOCTD, TOYKA CXOAUMOCTH (hYHKIIMOHAILHON TOCIE10-
BATEJILHOCTH, 00JIACTh (MHOXKECTBO) CXOAUMOCTH (BbyHKIMOHAIBHON MOCIIE0BATEIBHOCTH], TIOTOUETHAST CXO/H-
MOCTH (DYHKITHOHAJIBHOM MOCIE0BATEILHOCTH HA JAHHOM MHOYKECTBE.

Yro rakoe paBuoMepHasg nopma? [Tokaxkure (HCXoid U3 OIpezeeHHs] HOPMbI), YTO PABHOMEDHAs HOPMA
SIBJISIETCSL HODMOU B COOTBETCTBYIOIIEM JINHETHOM IPOCTPAHCTBE (BCEX YMCIIOBBIX (DYHKIIUIA, ONPeIIEHHBIX HA
3aJ]AHHOM MHOXKECTBE). .

CdopmynupyiiTe onpejesieHns paBHOMEPHON ¢X0auMocT (hyHKITMOHAIBLHON MOCIEI0BATEIBHOCTH: B TEPMU-
HaX HOPMBI M Ha A3BIKE € — 0.

Jlokazkure, 9TO M3 PABHOMEPHOH CXOJUMOCTH CJIEJYET MOTOUYETHAS CXOJUMOCTH HA JIAHHOM MHOYKECTBE.
IIpusenure npunMep QyHKIMOHAIBHOMN MIOCTIEI0BATEIBHOCTHI, CXO/ISIIIENCS TOTOUEIHO, HO He CXOIAIIENcs paB-
HOMEPHO (€ 060CHOBAHUEM ).

Ipuseure npumep GyHKIMOHAIBHON nocenoBaTebHocTr { fr,(2)} (¢ HerpuBHAIBLHON 3aBUCHMOCTBIO OT 70
U Z), PABHOMEPHO CXOJIAIIEHics Ha HEKOTOPOM MHOXKecTBe (¢ 060CHOBAHUEM )

Joxazkure, 910 ecym jBe (PyHKIMOHAIBHBIE TIOC/IE0BATETLHOCTH CXOISITCSI PABHOMEPHO K MPEJIeTbHBIM (DYHK-
UM, TO UX CyMMa TaKKe CXOJIUTCS PABHOMEPHO K CYMME 9TUX MPeIe/bHBIX (OYHKITHIA.

Jokaxkure, aTo ecam aBe (DyHKIMOHAIBHBIE MOCIEI0BATEILHOCTH CXOAATCA PABHOMEPHO K OTPAHUYIEHHBIM
IpeIeTbHBIM (DY HKITUSIM, TO UX TIPOU3BEIEHIE TAKIKe CXOUTCS PABHOMEPHO K IIPOU3BEIEHUIO 3TUX MPE/IETHHBIX
dyHKIMii.

[Tycrs dyHKIMOHANIBHAS OCTIEI0BATEIBHOCTD { f;, } CXOIUTCsT pPABHOMEPHO Ha MHOXKecTBe D K IpejiesIbHOI
dyukimn f, orienénHoii or Hy1s (T.e. zuellfj |f(z)] > 0), To dyHKIMOHATBHAS TTOCIIEIO0BATENBLHOCTE { f,} €xO-
aaTcs paaomepro Ha D K f. . .

JlokaxKkuTe, YTO paBHOMEPHAs CXOIMUMOCTH IIOCJIE/IOBATEILHOCTH HA MHOXkecTBe D = D U Dy paBHOCHIILHO
PABHOMEPHOM CXOAUMOCTH 3TOH mociea0BaTebHOCT Ha D1 u Do OJIHOBPEMEHHO.

IIycts ¢ : G — D — 6uekius. Jlokaxkure, 970 paBHOMEpPHAas CXOAUMOCTh (DYHKIIMOHAIBHON MOC/Ie10BaATE b=
nocru { f,,} Ha MHOXKecTBe D paBHOCHIIbHA PABHOMEPHON CXOAUMOCTH (DYHKIMOHAJILHOI 110CII€0BATEIbHOCTH
{fn © ¢} na maoxecrse G. . . .

Cdopmynupyiite kpurepuit Ko paBHOMEpHO# cXoquMOCcTH (DYHKITMOHAIBHON MOCIeI0BATEILHOCTH.

Jlokazkure, 9TO TpeJIe]l PABHOMEDHO CXOJSINEHCS TOCIIEI0BATEILHOCTH HEIPEPBIBHBIX (DYHKITUI sIBJISICTCSA
HEMpPEePBIBHON (pyHKITHEH.

Cdopmynupyiite Teopemy Iuam 0 MOHOTOHHOI cxomumocTu. [IpuBeuTe mpuMep €€ NpUMEHEHUsI JIJIsI JI0Ka-
3aTeJIbCTBA PABHOMEDHON CXOAMMOCTH (DYHKITMOHAJIBHOMN MOCJIEI0BATEIBHOCTH (¢ 0OOCHOBAHUEM ).

[IpuBeuTe KOHTPIPUMED, TIOKA3BIBAIOIIN, YTO B (DOPMYIUPOBKE TeopeMbl JIUHI O MOHOTOHHOM CXOJMMOCTH
HEJIb3s OTKA3aThCsl OT YCJIOBUS HEIPEPLIBHOCTH IIPeIeIbHON dyHKIMU (¢ 060CHOBAHUEM) .

ITokazkure Ha IpPUMEpPE KAK JOKA3ATh HEPABHOMEPHOCTH CXOJUMOCTH (DYHKITHOHABHOM 110C/IEI0BATETHHOCTH
C TIOMOIIBIO JIOKAJIU3AIA 0COOEHHOCTHU (€ OBOCHOBAHUEM ).

CdopmynupyiiTe U JOKaXKUTe TEOPEMY O TOWIEHHOM Tepexoje K Tpeseny B (MyHKIHOHATBLHON MOC/Ie0Ba-
TEJTLHOCTH.

Cdopmynupyiite Teopemy o nodsiennom JuddepennupoBannu byHKITHOHAIBHON TOCIEI0BATETBHOCTH.
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Cdopmyupyiite TeopeMy O MOYJIEHHOM UHTErpupoBaHUU (DYHKIIHOHAJIBHON MOCIEI0BATEIbHOCTH. . . . . . .

Kak ompejesisitorcsi MHOXKeCTBa abCOJIFOTHOM M YCJIOBHON CXOMMMOCTH (byHKIMOHabHOTO psiga’ Kak oHu

JaiiTe onpeesieHre PABHOMEDPHON CXOAUMOCTU (DYHKITUOHATBHOTO PSIA. . « o o o o o v v e o e o e o e o o
CdopmyupyiiTe u JJOKayKuTe HEOOXOIMMOE YCJIOBHE PABHOMEDHON CXOMUMOCTH (hyHKIIMOHATIHLHOTO PIIA.
Cdopmynupyiite kpurepuii Ko paBHOMEPHOI CXOIUMOCTH (DYHKIMOHAIBHOTO PSIIA. .« . « « .« « o « o . . .

Cdopmynupyiite ciresictBue kpurepusi Komm — J0CTaATOYHOE YCJIOBHE TOTO, YTO (PYHKIIMOHAJBHBIA Psiji HE

ABJIACTCA CXOOANINMMCA PABHOMEPHO. . . . . . . o v v vttt v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

IIpuseaure mpumep GyHKIMOHAIBLHOTO PsJia, CXOJSIIErOCs Ha, HEKOTOPOM MHOXKECTBE HOTOYEYHO, HO He PaB-

HOMEPHO (€ OBOCHOBAHUEM ). . © « « v v v v v e it et e e e e e e e e e e e e e e e

CdopmynupyiiTe MazkopaHTHBII Tpu3Hak Beiiepirpacca abCOTIOTHON 1 pAaBHOMEPHOM CXOIUMOCTHU (DYHKITI-

OHAJIBHOT'O DAIIA. v v v v v v v v v v e v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Kak npumensiiores npusnaku Janambepa n Ko (paiukasbHblii) i MCCIeI0BaHUs CXOAUMOCTH (DyHKIH-

OHAJIBHOTO DAMAT o v v v v v v e it e i e e e e e e e e e e e e e

Cdopmynupyiite HEpABEHCTBO JIJIg OCTATKA 3HAKOUEPELYyerocs (DyHKIUOHAJIBHOIO Psifia (M yCJIOBUS €ro Ipu-

MEHUMOCTI ).+« o v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Cdopmynupyiite npusnak JlefibHua paBHOMEPHOI CXOMMMOCTH 3HAKOUEPELYIOMIErocs pyHKIIMOHATBLHOTO PSJIA.

Cdopmynupyiite npusnak Jlupuxje paBHOMEPHOI CXOAMMOCTA (PYHKIUOHAIBHOIO PAMA. . . « . « . « . . . .
Cdopmyupyiite npusnak AGejisi paBHOMEPHON CXOAUMOCTH (DYHKIMOHAJBHOIO PSIIA. . « . « . « « . « . . . .
CdopmynupyiiTe TeoOpeMy O MOYWIEHHOM IIEPEXOJE K MPEeay B (DYHKIIMOHAJIBHOM PSIE. . . . . . « . « . . . .
Cdopmyupyiite Teopemy o modsiennoM JuddepernupoBannu GYHKIHOHATBHOTO PAMA. « « . « « . o « . . . .
CdhopmyupyiiTe TeOpeMy O MOYJIEHHOM UHTErPUPOBAHUU (DYHKITHOHAIBHOTO PSIJIA. « . « « « o o o o o v o o . .

Y10 Takoe cTerneHHoM pH,ZL? Kak OIIPEIEJIAIOTCHA PaJINyC 1 THTEPBaJI CXOJAUMOCTH CTEIICHHOI'O pﬂ,aa? Y710 MOKHO

YTBEPXK/IATh O XapaKTepe CXOAUMOCTHU Ps/la Ha WHTEPBAJIE CXOMUMOCTH! . . o o o v v v v v v e o e e o e o

Y10 MOXKHO yTBEPKJIATH TIPO PABHOMEPHYIO CXOJUMOCTH CTEIIEHHOTO PSIIAT . o v v v v v v e o o e e
Cdhopmynupyiite u JokaxkuTe Teopemy AGesst 0 CXOAUMOCTH CTEIIEHHOTO PAMA. .« « « o« o o o v o oo v o oo

JlokakuTe, UTO €C/ii CTEIeHHON pPsi E ¢n - (& — xp)" pacxomuTcss B TOUKe X1, TO OH PACXOJUTCS BO BCEX

TOYKAX T, JUIst KOTOPBIX |& — Xo| > |X1 — Tol- - - o o« o o o o

Bruiseaure dpopmyny Kommu-Amamapa nj1st pagumyca CXOAUMOCTH CTEIIEHHOTO PSAMA. .« « .« o o o v v v o v o v . .

[TpuBesuTe IpUMEpPBHI CTEHEHHBIX PsJIOB, pajuyc cxopumocru R koropeix: R € (0,+00), R = 0, R = oo (c

ODOCHOBAHMEM ). . . . . vt v ettt ettt e e e e e e e e e

IIycte R — pajgmyc cxommmoctu crereHHOro psiga. CdopmymupyiiTe u JI0Ka)KuTe TEOpeMy O paBHOMEPHOMN

CXOJMMOCTH CTeleHHOro psifa Ha [0; R]. . . . . o L L o o o

[Iycts R — pajamyc CXOAMMOCTH CTEIEHHOrO psfa. B KakoM ciiydae MOXKHO YTBEDPKIATH, UTO g cnR" =

n=0

o0
lim E Cn™? OBOCHYTTE OTBET. « © « o v v v v v v e et e e et e e e e e e e e e e

z—R—0

n=0
HyCTB R — panyCc CXOAUMOCTU CTEIIEHHOI'O pslia. B KaKOM CJiyd9ae MOXKHO YyTBepP2K/1aTb, 9TO CTEEeHHOM’ PAT

cxomrest HepaBHOMEPHO Ha, [0; R)? OBOCHYHTE OTBET. . . . . o o v v vt vt ettt e et e e e

YTo MOXKHO yTBEPXKIATh O PAJNYCE CXOAMMOCTH CTEIIEHHOTO PSAJIa, MOJIYIEHHOTO MOWIEHHBIM auddepentim-

POBAHMEM HUCXOIHOTO PSIAT .+« v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Yro MOKHO YTBEPZKIaTh O paJuyce CXOAUMOCTHU CTCIIEHHOI'O PsA/a, IIOJIyIeHHOT'O ITIOYJICHHBIM NHTEIPUPOBaHUU

HCXOITHOTO PATAT o v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Cdopmynupyiite u T0OKaXKUTe TEOPEMY O MOWIEHHOM I DEPEHITMPOBAHNN CTEIIEHHOTO PANA. . . . . . . . . .
CdhopmymupyiiTe U JJOKaKUTe TEOPEMY O MOWIEHHOM WHTETPUPOBAHUY CTEIIEHHOTO PSAJIA. . . « « . . . . . . .

Samumure dhopmyrny Teitnopa s Geckonedno nuddepeHupyeMoil hyHKIUI ¢ OCTATOTHBIM 9IeHOM B (HhOp-

max Jlarpamka m KOIIH. . . . . . . o . L oL o e e e

Cdopmyupyiite u TOKaXKUTE YTBEPKICHUE O €IUHCTBEHHOCTU PA3JIOKEHNs (DYHKIIUA B CTEIIEHHON PSiJI.
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1.98 Yro rakoe dyHKIWM, aHATUTHIECKAS B JaHHO TOoUKe? KaKoBO COOTHOIIEHNE MEXKJTY MOHATHSIMU OECKOHETHO
JpPEepeHIUPyEMOCTH U aHAJIUTHIHOCTH !

1.99 Ilpusemure mpumep OecKOHEUHO nuddepeHIupyeMoil (DYHKIIN, He SBJISIOIIECsT aHAJIUTHIECKO.

1.100 Bamwuimure pa3ioKeHus B CTEIEHHON PsJT ¢ EHTPOM B HyJie i dyHKIwuit ¥, sin x, cos z. KakoBo MHOXKeCTBO
cxomumoctn psijia? Ha KakoMm MHOYXKeCTBe CyMMa psijia [PeJICTABIISAeT cODO0 NCXOMHYIO (DYHKITUIO?

1.101 3anmmmTe pas3jioyKeHHe B CTENEHHOH psiji ¢ neHTpoM B Hyde juist GyHkiuu (1 4+ 2)P. KakoBo MHOXKeCTBO

cxonmmocTu psija? Ha KakoM MHOXKECTBE CyMMa Psijia MPEICTAB/IsieT COO0I MCXOMHYI0 (PYHKIUIO?
. KakoBo MmHO>K€CcTBO CXOMIMO-

1.102 Touyuure passoxenue s In(1 + x) uaTerpupoBanue PaJIOKEHUS JIJIs g
T

cru psiia? Ha KakoM MHOXKeCTBe CyMMa psijia IpejicTaBiser coboit ncxomnyio dyukiuio? O0ocHylTe OTBeT.
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1

1.

Bompocer

,Z{afx'n‘e orpeaeJjieHnd: Y CJIOBOM pdag, 9aCTuIHad CyMMa pdada, CyMMa psaa, CXO,JIFIH_II/II.;ICH psag, pacxonsi-

muiicsa psia. Paccmorpum psig ¢ o6mium 4JjieHOM a,,. JloKaXKuTte, 4YTO €cjim Pl CXOAUTCs, TO a, — 0.

Onpenenenune. Ilycrs a, — nocienoBarenbHOCTb, T.e. N — R. @opMmasibHas 6eCKOHeUHast CyMMa: a1 + ag + a3+ -+ =

o) N
Z G, HA3BIBAETCS PAIOM. Sy = Z Gy, — 9ACTUYHAS CyMMa, CyMMa psajga: S = A}E}noo SN
n=1 n=1
Bosmoxnsr 3 caydgas:
1. 35 e R
2. 45 =0
3. 38
B nepBoM ciiy4ae roBOpAT, U9TO Psifl CXOAUTCH, MHAYE — UTO Psif] PACXOIUTCS.
3ameuanue. FEcmu psyg cxomurces, To a, — 0
Zoxasameavcmeo. a, =S, — Sp_1 — 0, Tx. S, - SuS,_1 —> S [ |

Cdopmynupyiite kputepuii Ko cxoamMoCcTi YuCI0BOI nociienoBaTejsbHocTu. ChopmynupyiiTe u 10-

Kakute Kpurepuit Ko cxoauMocTu 4YucJIoBOro psifia.
Ounpenesnenue. S, HasbBaeTcs QyHIAMEHTAILHOM, ecsiu Ve > 0 AN :Vn > m > N,|S, — S| < ¢

Teopema. S, — cxogurcs <= S, — QyHIaMEHTAIbLHAS

Jokasamesvemeo. CXOIUIMOCTD YHUCIOBOTO DPSJIA — 3TO CXOIUMOCTD OCIIeI0BATEIbHOCTH { Sy, }, €ro YacTHUHBIX CYyMM,

a JIsi CXOIUMOCTH TI0CJIeIoBaTesIbHOCTH {.S), } HEOOXOMMO U JOCTATOYHO, YTOOBI OHA OblIa dyHIAMEHTAIBHOI. |

C(l)opMy.rmpyfxiTe N JOKA2KUTE IIPU3HAK CPpaBHEHHUA ITOJIO2KUTEJIbHbIX YUCJIOBBIX PAJ0B, OCHOBaHHBIN Ha

HEepaBeHCTBe a,, < b,.
0<a, <b, mpu BCex n > ng
Psn Z b, cxomurcs — psn Z Qy, CXOIUTCH

Psn Z Gy, PACXOJUTCH = PsJL Z b, pacxomurcs

Loxazameavcmeo. Ha ocHoBanum TOro, 9ro OoTOpachIBaHWE KOHETHOTO YHC/IA IJIEMEHTOB Ps/ia HE OTPAYKAETCS HA €ro
MTOBEJIEHUN, MBI MOYKeM CIuTarh, 910 0 < a, < b, upu Bcex n = 1,2,3,... Obo3HaunB dacTHbIE CyMMbI Yepe3 A u B
coorBeTcTBeHHO, nMeeM A,, < B,,. Ilycrs psig E b, cxomurcs, Torma B, orpanmdena, B, < S,S = const,Vn. B Takom

caydae A, Takyke MeHbIIE JUO0 paBHA HEKOTOPOMY S, UTO JaéT HAM OrPaHUYEHHOCTD E Q. |

C('bOpMyJII/IpyI.;ITe N JOKA2KHNTE IIPU3HAK CPAaBHEHMUA ITOJIOZKNUTEJIbHBbIX YMCJIOBBIX PAI0B, OCHOBaHHbIﬁ Ha
Ap+1 bn+1
- < -

HepaBeHCTBe
Ganp by

Psan Z b, cxomuTcas =—> psn Z @y, CXOIUTCSI

Pan Z Ay, PACXOJIUTCA —> PsiJT Z b, pacxomuTcst

,ﬂo%aS(lme./Lme@O.
Any
Gno+1 g T bno+1
br,
QAng+1 Qng
an0+2 < 7 bn0+2 < : bn0+2
bno+1 bno
a N a N
no o
Uno+k < b 'bnngk - § an < b ' g by u
no n=ng 0 p=n,



5. ChopmynupyiiTe n JOKa*KUTe MPU3HAK CPABHEHUS MOJIO>KHUTEJIbHBIX YHCJIOBBIX PSAI0B, OCHOBAHHBIN Ha

. Qp
npeaese lim —.
by,

. a
lim - € (0;+00) = CXOAMMOCTh Zan <= CXOJMMOCTb an

n— 00 n

Zloxasamenvcmso.
. ap
c= lim — >0
n—oo

n

a
Ve dng : c—sgb—ngc—i—a,npnn}no
n

Bospmém c—e >0 = (c—¢)-b, <a, < (c+e) b,

CXoMMOCTD CJieJlyeT U3 IIPaBOil 9acTU HEPABEHCTBA, & PACXOIAUMOCTH U3 JIEBOIA. |

6. ITycTp mocisieqoBarenbHocTH {a,}, {A,} TakoBsl, uTO A, — (A, — A_1) = ¢, ¥ pag E ¢n, cxogurcs. Jloka-

XxKure, 4ro cymecrByer C Ttakoe, 9To a1 + az + -+ a, = 4, + C + o(1).

Hoxasamenvcmso.
N N N N N
ch:Zan_Z(An_An—l):Zan_AN“V‘Ao:>a1+a2+"'+an:An+ _A0+ZC”
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
N
ITomyuum Tpebyemoe, eciau BozbméM C' = lim —Ag + Z Cp- ]
N—o00

n=1
7. Chopmynupyiite n mokakurte nmpusHak Jlobayesckoro-Kormm.

Ilpeanoxeunne. Ilycts a, >0 u a, |

Torma pstabt Z an N Z 2™ - agn BEAYT cebsl OJUHAKOBO

Jloxazameavcmeo. ai + (az) + (a3 +aq) + (a5 + -+~ +ag) + ...

az < ap

1 m 2m m—1
E n E E n
ap + 5 2 agn < Ay, < ay + 2 agn
n=1 n=1 n=0

8. Chopmynupyiite Teopemy IllTonbiia o mpegese mocjemoBaTejabHOCTU. IlokarkuTe HA mpuMepe, Kak C

IIOMOIIIbIO TeoOpeMbI mTOﬂbHa MO2KHO YTOYHUTDb aCUMIITOTUYECKY1O OII€HKY JJId YacCTUIHOM CYMMBI pd1a.

p
qi, Pny qn — 0.

n
Teopema. (Ironbna.) Ecau p,, ¢, — 0,¢, | n 3lim M, TO lim Pr _ iy Pott — Pn
gn+1 — 4n qn dn+1 — qn

(o]
1
Ipumep. Ham psn, Z 3 [Iycts S — cymma coorBercTByrOMmero psma. Heobxomumo moka3aTh, 910

n=1

1 1



10.

11.

1
O6oznaunm x, =S — S, - 0 u y, = — — 0. Paccmorpum npesies1 oTHOIIIEHUS Pa3HOCTEI:
n

S—8,—(5—-5,— 1
lim = T (1 1):—2~n‘(n—1)%1.
nreo 7T ne1 n
IIo teopeme IITonbma lim In _ 1. To ectn
n—oo yn
Tn

=1+4+0(l) = x = Yn + 0(yn).

1 1
S,L:S—+o<>.
n n

Ilyctb E Gy E al, — cxopgmuecs: MOJIOYKUTeJbHbIe pabl. [oBOpAT, 9TO sl E al, cxopurcs GbicTpee

Yn

Orciofia 1 oJIy9aeM TO, 9TO OBLIO B YCJIOBUU:

pana E an, ecim a, = o(a,). JokaxKure, 9TO B 3TOM Cjy4dae Takxke 1, = o(r,), TA€ Ty, T} - OCTATKH

COOTBETCTBYOIIIUX PAIO0B.

PaccmoTpuMm octaTkm Kaxkioro u3 psijoB;

e 1, =5 — Sy, e Sy - 9acTudHAsT CyMMa psiia E a, 1 Sy — S.
o Jlna g a,, anagornaHo r,, = S’ — Sy, rae Sy - dacTHdHAs cyMMa pAaa g a, u Sy — 5"

/ !
3naem, 410 7y, U 7, cTpeMarcda K 0. Ho Tak Kak psal HOJI0XKUTENbHBIE, TO Ty U T, €Ile © MOHOTOHHO cTpeMATcs K 0.

SHa‘II/IT7 MBI MO2KE€M BOCIIOJIb30BaTLCA TeOpeMOI'?'I H_[TOJII)H&Z

Ilepsrrit mepexon mostydaerca u3 TeopeMbl IllTonbma. Ilocitennee paBencTBo fano mo ycuaosmio. Ilosmywgaercsd, wTo
!/

.
lim = = 0, 9To 1 TPeOOBAJIOCH JOKA3ATh.
rﬂ,

/ /

IIycThb E Qs E al, - pacxofsiuecs MOJIOXKUTeJIbHbIe psbl. [oBOPAT, 9YTO psij E al, pacxomurcs Mes-
JIeHHee psaaa E an, ecam a, = o(a,). JJokaxkure, 9TO B 3TOM ciaydae Takxke S, = o(S,), rae S,, S, -
YacTUYHbLIE CyMMbI COOTBETCTBYIOMIX PSAIOB.

31ech MOXKHO HCIIONIB30BATL TY K€ HIEI0, 9TO U B IpeAblLIymeM Iynkre. Ho mpuaercs MCIoIb30BaTh BHIOM3MEHEH-
HyI0 hOpMyIUpPOBKy TeopeMbl LIITomba ¢ uknmemma. MBI cMOXKeM IPEMEHHTH €8, TaK KaK HOCTIeI0BATEeTLHOCTH I3
YACTHYIHBIX CyMM HOJIOXKHTEIbHBIH B CTPOrO BO3PACTAET.

PaccMOTpHIM TpeesT OTHOIIEHNS YACTIHIHBIX CYMM:

/ S — g /
lim 20— qi 22 Ot 9 g

Sn Sn - Pn—1 an
I
ITomy4gaercs, aro lim =* = 0, 4To n TpeGOBAIOCH TOKA3ATh.

n

IlycTh NOJIO>KUTEJIBHBINA P/, E G, CXOIUTCHA U 7, — €ro ocrarok. JloKakure, 4TO PsiI E (VT — /Trnt1)

TaK>Ke CXOJ/IUTCsI, MIPUYIEM MeJJIeHHee, YeM Psif E Qpt1e
Bemomunwm, o r, = S — S,.
JlokakeM CXOIUMOCTb:

N
S (W = V) = VT = VT VT = VT VN =

n=1

= V1= iNe
= V55— \/inm

— VS (rax Kax ry41 — 0)


https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%A8%D1%82%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%86%D0%B0

JokazkeM, ITO PsiJ CXOIUTCS M€ JIeHHee:

\/ — rnJrl \/ \/TnJrl 1
Qp41 Tn — Tn41 VTn + VIn+1

— 00,

TaK Kak \/1p, = 01 /Ty — 0.

12. ITycTh MOJIOKUTEJTLHBIN P/, g 4, pacxoauTcs u S, ero yactuyHada cymma. Jlokakure, 4To psif g (v/Sn+1—

v/ S;) TakKe pacxoguTcs, MPUYIEM MeJIeHHee, YeM Psif E Apt1.

JokaxkeM pacxoIuMOCTh:

S (Bt~ /52 = VB - VB VB - /B et VB VB

=/Sn11— V5o
= \/SN+1 — \/§

Ilepeiiiem KO BTOPO# wacTH BOIIPOCA:

Sn—i—l Y Sn _ Sn+l -

Ap+1 Sn+1 - Sn

T VS +VE

e \/Spt1++/Sp — 0o0. D1o 3HAUUT, ITO crpemurcs K 0. Torma psi, Z(\/Snﬂ —+/Sy) pacxomures,

OpUIEM MeJJICHHEE, UeM P, E An+1-

1
vV Sn+1 + m

13. Cdopmynupyiite npusHak Jamambepa OJisi IMOJIOXKUTEJIBHOTO PSIa

Teopema. Ilpusnak Hamam6epa. Ilycrs a, > 0.
—a 1
lim =L
Gnp
. an+1
lim
429

<1 = pan Zan CXOJIUTCS.

>1 = psan Zan PAaCXOIATCS.

14. CdopmyinupyiiTe pagukajabHbIil npusHak Koy [Jisi IMoJIOXKUTETBHOTO PsAIa.
Teopema. Panukanbubiit npusnak Kormu. Iycts a, > 0.
lim/a, <1 = pan Z Gy, CXOINATCH.
lim/a, >1 = pan Z Gy, PACXOIUTCS.

15. /loka>kuTte, YTO BCAKUII pa3, Korjga npusHak /lasambepa O4a€T oTBeT HA BOIIPOC O CXOAUMOCTHU PAAa, TO

pagukasbHbiil npusHak Kommu gaér (ToT »ke) oTBeT Ha 3TOT BOIPOC.

IIycts a,, > 0. Torma 3ameTum, 9TO

. Ap41 . - ——an41
lim —* < lim ¥/a,, < lim Ya,, < lim -+
(£79) anp

JlokaxkeM paByIo 4acTO HEPABEHCTBA, JIEBAS JTOKA3BIBAETCS AHAJIOTHIHO.
im ——On+1
Zloxaszameavcmeo. Ilycts ¢ = lim /a,, u p = lim——. Torma HEOOX0AUMO JOKA3ATH, 9TO ¢ < P.
2%

HoxkazkeM oT mpotusHOro. lIpenmomoxnm, uro p < q.

Tak Kak MbI GepeM BepxHMiT Ipejiest, To Jitst Jiroboro € > 0 cymecTsyer {ny}, 910 "/an, = ¢—€ <= ay,, = (¢—¢)"*
anJrl

W3 onpenenenus p cnemyer, 4ro Ay jioboro € > 0 cymiecrByeTr ng, 9TO < p+ € mua a00bIX N > ng, ITO
n

PABHOCHJIBHO Gy tm < Uy - (P +€)™



Tenieps B34B @y, MOXKEM IIOJIyIHTH CIEIyIOIIee:

N - p+e)
(4= )™ S, S any - (p+)™ 7" = an, -
Nk
a —€
Orcroza moaydaem, 4To o > a upu Beex k = 1,2,.... Ho upu majaoMm € Mbl uMeeM
(p+e)mo pte
—€
1=° - 4.
p+e
a g—e\™*
Toraa MbI IPUILIK K IPOTUBOPEYHIO, TAK KaK B 1o > CJIEBA, 3aIIMCAHO KOHEYHOE YHCJIO, & CIIpaBa
(p+¢e)no p+e
OyneT OECKOHETHOCTb. |
.70/ I

Ecu lim Z* L <1 = Imya, <1

n

. Qn .

Ecoau lim Z—H >1 — lim ¢/a, >1

n

. -—a . a . .oa

Ecim 31lim nH, to lim—+L = lim "l — Jlim va, = lim —~L

an an an ap

an+1

16. Jokakure, 4TO €CJIM [Jisl MOJOXKUTEJIBHOTO Psiaa E a, CcyuecTByer lim
lim /a, = q.

3amMernm, 9TO

= ¢, TO CYIIECTBYET U
n

Qn Qn an

BcenoMmunM HEpaBeHCTBO U3 HPEABIAYINETO IIYHKTA:

NS . - ——an41
lim —* < lim ¥a,, < lim Ya,, < lim—*1L,
ap an

HO,ILCT&BI/IM U3BECTHBIC 3HAYCHUA:

¢ <lim{/a, <lim{/a, <q.

To ecTh MBI 3a2KaJIn TIPEJIET € JIBYX CTOPOH ¢ ToMoIipio ¢. Torma
lim {/a,, = q.

17. HpI/IBe,ILI/ITe IIpuMep IIOJJOXKUTEJIbHOI'O psAda, BOIIPOC O IIOBEeJEHUU KOTOPOIro HEe MOXKeT OBITH penieH C
IIOMOIIIBIO ITPM3HAKa ,Z[a.r[aMGepa, HO MO>KeT OBITH penieH C IOMOIIBIO PAaJUKAJIBbHOTO ITPU3aHKa Komn (C

060CHOBaHUEM).
Bribepem kakme-To uncia a u b rakue, ato 0 <a <1, b>1ua-b# 1.

PaccvoTpum cremyromuit psi;:

ZQ[”/2] BD2L — 1 4 g+ ab+ a?b+ a?b? 4+ aPh? + . ...
n=1

Sal\fleTI/Il\l, 9TO MbI HE MO2KEM IIPDUMEHATDH IIPU3HAK I[aﬂaM6epa:

e Ilycts n uérnoe. Torga

—a,
m—t = p > 1.
Gy
e Ilycts n neuérmoe. Torma
. a
lim ntl — g < 1.
an

Ho B 10 ke Bpems psii CXOAUTCSI 110 paiuKaabHoMy npusHaky Komm. 3amernm ciefyromiee:

e Ilycrs n gérmoe. Torma

\n/@ _ \/& . b(n—?)/2n.

10



e Ilycrs n neuérmoe. Torma
Ya, = a(m—1D/2n  pn=1)/2n

Orcroza mosrydaem, 4To

lim {/a, = Vab.

. IIpuBeauTe nmpumep psia, KOTOPLIA CXOAUTCS MeAJIEHHEE JII0DOro psija reoMeTpUYecKoil Imporpeccun, HOo

GeicTpee JiI060ro 06OBIIEHHOr0 rapMOHUYECKOTo psasa (¢ oGocHOBaHUEM ).

o0
—Vn
JokazkeM, ITO Psii e TIO/TXOJTAT.

n=1
) Z q" — psz reoMeTprdeckoii porpecenn, 0 < g < 1; ¢" = ™9, e Ing < 0.
1 . . o 1 —plnn
) Z — — 00600IMIEHHBIN rapMoHudecKuil psyyr. — =e P " p > 1.
np npP
3aMeTnM, 4TO IpH JIIOOBIX P, ¢ U IIPHU JIIOOOM 1 > N BBIIOJIHAETCS

1
plnn < vn<nln=.
q

Tlepeitmem K mOKA3aTETHCTBAM.

o JlokarxeM, 9TO BBIOPAHHBIN P CXOIUTCS MeIJIeHHEee T€OMETPUIECKON ITPOrPECCHUN:

—vn
€ 1
e Vntnln g ’

qn
1
Tak Kak —/n +nln = — +oo.
q
e JlokaxkeM, ITO BBLIOPAHHBIN PsI/i CXOAUTCS OBICTpEEe TAPMOHUIECKOTO Psijia:

e_\/ﬁ

_ _—+vn+plnn
Unp = e — 0,

TaK Kak —y/n + plnn — —oo.

. Cdhopmynupyiite npusHak l'aycca ajist moJjioxkutespHOro psina. IlpuBenure mpumep mpuMeHEeHUs OPHU-

3Haka laycca.

a 1
Eciu cymecryer 6 > 0 u p Takue, 4To ntl - p +0 ( j 6) TO CIIPABEJIBO CJIEIYIOIIEe:
an n n

e p>1 — pan Zan CXOJTUTCS.

e p<1 = pan Zan PacxXoauTCs.

IIpumep. Vccmemyem HA CXOTUMOCTD CJIEIYIOTIHI PsT:

> ()

n=1

BroimosnM HekoTOphIe TPeobpa3sOBaHUs:
a,  [(@n—D @n+2M\°  [(2n+2\® [1+1
ani1 2n)y  @2n+DN)  \2n+1) 1+ 5
2 2
1 1 1
~J Nl— ~J 1 —_— . 1_7
]~ (0) (- 3)
2 1 1 2
() (a2
n n n o n

THonygannu p = 1, v = 1. Torma psax pacxomurcs.

2

11



20. HpI/IBe,HI/ITe IIpuMep IIOJJO2KUTEJIbHOI'O psAda, BOIIPOC O IIOBEAEHUU KOTOPOIrOo HE MOXKeT OBITH penieH c

21.

22,

noMoinesio npusHaka I'aycca (¢ o6ocHoBaHUEM).

oo

. 1
AnanusupyeM HOJI0XKUTeIbHBIH Psil Z ——— C ODIIUM WICHOM Gy, = ——5—.
= nlnn nlnP n
PaccMOTpUM OTHOIIEHHE:
U1 nlnf n
an, (n+1)In’(n+1)
_on In? n
n+1 InP(n+1)
1 In n

1+1/n (Inn+In(1/n))”
= [ Ho dopmyae Teitnopa amus (1 + ) P uln(l+z)~z ]

=(1—71L+:2+o<;2)>.(1+1/fl£1f:51/71)>_”

= [ IMepenwmn K MeHee CTPOroMy NPHUOJINKEHUIO U CHOBa pasdsoxkuan (1 + )P ]

= 1fl+0 ! N p— +o !
n nlnn nlnn nlnn
1
R S N
n  nlnon nlnn

g ncrob30BaHus TpU3HaKa laycca MOJKHBI MOy YUTh TPUOIMKEHNE

q 1
o),

1 1 1
“n nlan ' ° (nlnn) 70 (n1+5) ’

1
LOTOMY HTO —— > —= JUIsl JIIOOBIX 6 > 0 pu n, CTpeMSIIIEMCs K Q.
n

Inn

BriBeuTe ABYCTOPOHHIOIO OIEHKY /JIJIsi YaCTUYHOM CyMMbI psifia epe3 onpeaeaéHHbIit naTerpai. Cdop-

rme 6 > 0.

Ho IIPU 3TOM HMMeeM

MYJIMPYHTE U JOKAXKUTe MHTEerpaibHbIll mpu3Hak Komu-MakimopeHna

o0
Pacemorpum f(z) | upu ¢ > ng — 1 u psn Z an, TIE an = f(n):

n=no

fln+t) <an < f(n—1+1),t €[0;1].

/01 dt : /n’“rl f(z)dz < a, < /7:1 f(x)dz.

N+1 N N
/ fla)de < ) an < / f(a)de
n ’I’Lofl

0 n=ng

Orcroma ciiesryer, 9To

IIpocymmupyem 1oty denHoe:

o0
Torna E an BEIET cebs TakK Ke, KAaK M HeCOOCTBEHHBI MHTErpaJ / f(x)dx.

YTo Takoe yiaydmaienue CXOoAnMOCTH IIOJIO2KUTEeJIbHOTO pﬂ/:(a? ITokaxxkute HaA nmpuMepe KakK MO2KHO YJy4-

IIINTHh CXOAMMOCTDHb pdaa.

IIycTs vy HAC ecTh HEKOTOPBIH Dl E G, W OH CXOIUTCA MeJiyleHHO. B Takmx ciydasx s pacdéra CyMMBI Pilia C

H€O6XO,HI/IMOI7I TOYHOCTDBIO HOTpe6yeTCH B3Thb OOJIbIIIE YJIEHOB, 9YTO Hey,ZLO6HO. Muzr mozkem Hpeo6pa30BaTb Halll PLAT A1

/

n» KOTODBIIT Oyner cXomuTbcd ObICTpee, 9eM HCXOIHBII

yiaydquieHusl CXOAUMOCTH, T.€. IMOJIyYUThb HeKOTOpI)IfI PALg E a

S
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23.

24.

25.

oo o0
1 1
Ipuwmep. Tlyctb y Hac ectb psyg S = Z ——% Z — . Bocnomesyemcsa meronom Kymmepa. st yiyunienus
—n’+2 —n
- 1 - 1 1
CXOIUMOCTH OyIeM OpaTh psiabl BUIA nX::l m =1, 2 n(n+1—M =
1
B nannom ciryuae nam Hojioi/I8T nepBblil psiJi B 3TOM CIIHCKE, TIOCKOJIbKY —5 ~
n n(n+1)
o0 o0
1 1 1 1
- =5-1= §=1 -
;_21(7124—2 n(n—|—1)> +nz_:1<n2—|—2 n(n—|—1))
1 1 1 1 1 1 1 2 n 1 ] 1 n 1 n 1 1 n 1
— = e — — | = —. [ ol — | — - — J— ol — = — ol — .
n2+2 nn+1) n2 \1+ % 1+ % n2 n2 n2 n  n2 n? n3 n3
=1 1 = 1
Tlonyunnn psan 7; et KOTOPBIH cxoauTcs OwbicTpee, 1 + ; 3 = 2 FONEE

HaiiTe onpenesieHusi: 3HaKONIEPEMEHHBIN Psi[l, SHAKOYEPEAYIOIIUIACs Psif, aDCOJTIOTHO CXOAAIIUMNCS P,

YCJIOBHO CXO,Z[SIH_[I/II';ICSI p4aa, IMMoJIO2KUTeJIbHadA YaCTb pdda, oTpullaTe/JibHasdA YaCcTb pdAa.

Omnpenenenne. Ilycrs cymecTByer psif E Q. TAKOM, ITO JJIs1 JIIOOOTO a; MOXKET ObITh, KaK 6osbie (), TaK U MEHbIIEe

0. B Takom ciaydae psif E a,, Ha3bIBAETCH 3HAKOIIEPEMEHHBIM.

Onpenenenune. Ilycts cymecTByer psi Zan. TaKoii, ITO JyIsd JI000ro a; - a;+1 < 0. B Takom ciydae psij Zan

HA3BLIBAETCS 3HAKOYEPETYIOMIUMCS.
oo oo
Omnpenenenune. Ps g G, HA3BIBAETCS aDCOJIOTHO CXOISAIINMCS, €CIIU DS, E |a,| Takxke cxomures.

n=1 n=1
oo

Ecim psn E @y, CXOIUTC abCOJIOTHO, TO OH ABJAETCs cXofdAmuMcs (B 0ObraHOM cMbicse). O6paTHoe yTBepKIeHNe

n=1
HEBEPHO.

o0
Onpenenenune. Psn g Qy, Ha3bIBAETCS YCJIOBHO CXOISIIAMCS, €CJIU CaM OH CXOJIUTCH, & PsJl, COCTABJIEHHBIN U3 MOY-

n=1
Jleil ero 4JjeHOB, PaCcXOIUTCs.

Gy ap >0 lan|, an <0
Onpenenenue. Bsenem jBa psja: a,‘f = e ua, = nn . Torma psanr ZaI u Za;
0 0

COOTBETCTBEHHO HA3bIBAIOTCS IOJIOKUTEJILHON U OTpI/IHaTeJIbHOfI JaCTbIO pdla E Q.

Jokakure, 94T0 psZ CXOOAUTCH abCOJIOTHO POBHO B TOM CJIy4dae, KOTA CXOOATCS €ro IOJIOXKUTEJIbHAS U

oTpuliaTejibHasd YacTu.

Loxazameavcmeo. Paccmorpum psg g Qp,, JOIOJHUTEJILHBIN P g |ar|, a TakKe HOIOKUTEIBHYIO ¥ OTPUIIATEI b

HYIO 4aCTH E aj; u E a,, -

1) Hycrb psn g Gy, CXOmUTCH abCOMIOTHO. B TakoM ciydae psif g |ay| cxomuresi, a Tak KAk 9ieHbl OB g ai u

Za; BCe cofiepzKaTcs B psijie Z |ay|, TO mIs Bcex MX YACTUUHBIX CyMM crpaBeiiuBo ciexyomee: 0 < P < A;l u
0<Qm < A4

no

JaCTUYHAS CyMMa JIOMOJHATENBHOrO psita u Al = P, 4+ Qu,n = m + k. D70 3Ha4mT, 9T0 062 psma g aj u g a,,

riae Pk u Qm - 9aCTUYIHbIC CYMMbI OJIOKUTEJABHOIT 1 OTpI/IL[aTGJIbHOI;’I JaCTu COOTBETCTBEHHO, a A{n, -

CXOIATCS.

2) Ucxons u3 Toro, 910 S,, = P, — @y, n = m~+k U HOJOKATEIBHBIX U OTPUIATEIHHBIX JIEMEHTOB B E a,, 0eCKOHEeYHOe
MHOXKECTBO, MbI IIOJIy9aeM, YTO IPU 1 — OO OJHOBPEMEHHO m — oo u k — 0o. Ilepexons K mnpejesy moJydaeM, 9To

UCXOIIHBIN Psiji CXOIUTCs abCOJIFOTHO U ero cyMMa Oyier paBaa P — Q.

,D;OKa)KI/ITe, 9TO eCJIi pAd CXOAUTCA YCJIOBHO, TO €r'o ITOJIOKUTEJ/JIbHAadA U oTpunaTeJIbHasd 9aCcTU pacxXodATCA

(nMeroT GeCKOHEUYHBIE CYMMBI).
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Loxazameavcmeo. Paccmorpum psif g Qp,, JOIOJTHUTEJILHBIA P g |ar|, & TakzKe HOIOKUTEIBHYIO ¥ OTPUIIATE b

HYIO 4acCTu E a: u E a,, -

TTockosbKy psig E Gy, CXOIUTCS YCJIOBHO, TO g |an| pacxogurcsa. PaccMoTpu YacTUUHBIE CYMMbI g |an], E al m

Za; — Al Py, Q, coorBercTBento. s moboro n =m + k, Al = Py, + Q. llpu n — 0o, m — oo u k — oc.

I
Taxk Kax psan E |a,| pacxomurest, To cymma A], — 00. TIOCKOIBKY IHCIIO MOTOKUTENBHBIX U OTPUIATENBHBIX 3JIEMEHTOB

GeckoHeUYHa, TO ToJiydaeM Py, — 0o u @, — 00, a 3HAYUAT PsiJIbI E aﬁ u E @,, PACXOIATCH. |

CdopmynupyiiTe Mma>kopauTHBIN npu3sHak Beliepmirpacca. IIpuBeaure npumMep nmpuMeHeHHus IIpU3HaKa.

Teopema. Eciu |a,,| < b, 1pun > ny 1 0JI02KUTEILHBIN DsiJ| E by, cxomurcst, TO E Gy, CXOJIATCST, TPUIEM aOCOJTIOTHO.

o0 .
sin(nx
Ipumep. Z ¥, p>0

n
n=1

|sin(nz)| < 1

1 . sin(nz)
Z — exomTes (p>1) = 221 —p cxomurea abCOIIOTHO.
n=

Yto Takoe rpynnupoBkKa ujieHOB paza? lokaxkurte, YTO JiI060i psil, MOJIYIEHHBIN U3 CXOSIIEroCs psiga

IPYNNUPOBKOM €ro 4JEHOB, CXOAUTCA U UMeEeT Ty Ke CyMMY.
ToBopgr, uro psiz E by mostyden u3 E Gy, TPYIIIUPOBKON WIEHOB, ecyu Iny < Mg < ...:
by =a1+ax+-- +ap,

by = Gpy+1 + Qnyp2 + -+ Gn,

3ameuanune. Ecin E Ay CXOIUTCS, TO PSII E by cxommTes K TOM ¥Ke CyMMe.

m N
Jloxasamenvemso. g by, = g an |
k=1 n=1

Obpammoe ymsepotcdenue nesepro: (1 —1)+ (1 —1)+ ...

Kak ¢ momoIlnpio TpynnupoOBKH IIpeoOpa3oBaTh 3HAKOIEPEMEHHbBIN psii B 3HaKo4depeaymomuiica? Yrto

MO2KHO YyTBep>KJAaTb O CXOAMMOCTHU IIOJIYyHYE€HHOI'O 3HaKOYepeayIoIlerocsa pﬂ,aa?

3HaKOIEPEMEHHBIH PsiJT IPU TOMOIIU TPYIIUPOBKU CBOJINTCS K 3HAKOUEPETYIOMIEMYCsI:
ni

a; <0, ..., an, <0501 :Zai<0
=1

U120, Gy, 200 by= > ;>0

IIpu Takoit rpynIUpPOBKE CXOIMMOCTD UCXOTHOTO PAJia <> CXOJIMMOCTD E b

IIpuBeauTe mpumep NpeoGpPa30BaHUS 3HAKOIEPEMEHHOro (HO He 3HAKOYEPEeAYIOLIerocsi) psija K 3HAKO-

YyepeayoIieMyCs.

0 (_1)[lnn]
11 . -

DuMmep Z -

n=1
- 1
Zbk, rie by = (—1)’“ . Z -
k=0 ek <n<ek+1

[ek+l] 1 1 €k+1 _ k

bl = I . k+11 _ 1k ~—— —3e—1>0
= 3 gy ) s e
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

s 3Hakodepeayromerocsa psifa ¢ yObIBaIOMIEM II0 MOZYJIO OOIIIMM dYjeHOM chOopMyIupyiTe OIeHKY

Nn-ro ocraTka. HpI/IBe;[I/ITe InpuMep NpuMeHEeHMUd 3TOMI OII€HKMH.

Cdopmynupyiite npusHak JleiibHuiia /1jisi 3HaKo4depeayolerocs psiga. Ilpuseaure npumMep npuMeHeHUs

npu3Haka Jleiibnuia.

Teopema. Ilpusnak Jleitbuura. Eciu psg nmeer Bu, E (=)™ - up, u u,, MOHOTOHHO yOBIBaET K 0, TO Psifl CXOIUTCH.
n=1

oo n

Ilpumep. Z

,p>0

1
— $ 0 = pax cxomures (upu Vp > 0)
n

ITokaxkute Ha r[pI/IMepe, 9TO K 3HAKOIIepeMEeHHbIM pdJaM HEeIIpDUMEHUM Hpe,El,eJ'IbeIﬁ IIpN3HaAK CpaBHEHUA.

1)7 > —_1)"
Paccemorpum 2 paga: Z (=1) u Z g Bropoit psan cxoaurces o npusHaky Jleitbrua.

<= (=1)" vn

n=1
Cu o
Vi ("
GGV ! 1
Vi— (U VR Vale— (—n o PR
S G N Ce  R !
Z —_— = Z + Z — PaCXoIUTCA KaK CyMMa CXOJAIIETOCA U PACXOAANIerocd pAia.

n=1

TTokaxkute, YTO AJjis MOGBIX YUCIOBBIX IMOcCJeaoBaresnbHocTeil {a, }, {B,} cupaBennusa dopmMysia cymMmu-
N

N
POBaHUS IO YACTSIM: E an (B, — Bp—1) = (anBy — amBn) — g (an — ap—1)Bn_1.
n=m-+1 n=m-+1

CyMMupyeM paBeHCTBO IO WHJIEKCY 1

N N N
Z an(Bn - Bn—l) = Z (aan - an—an—l) - Z (an - an—l)Bn—l-
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1
3amedaem, 9TO
N
Z (anBp — ap—1Bp-1) = anBn — a B
n=m-+1
B urore nonygaem
N N
Z an(Bn - anl) = (aNBN - amBm) - Z (an - anfl)anl'
n=m-+1 n=m-+1

Cdopmynupyiite npusnak Jdupuxse. IlpuBeagure nmpumMep ero npuMeHeEHUsI.

o
E an - by
n=1

N 0o
Teopema. Ilpusnak Hupuxie. Eciu a, | 0, a vacTudnbie cyMMbI Z b,| < C orpaHudensl, TO Z an - by, cxomures.
n=1 n=1
Ipumep. Z sin n:c) ,p>0
n=1
1 .
an = — 40, b, =sinnx
cos = — cos (N+1/2)x) | N 9 1
by +ba+bs+---+by =sinx+sin2z+---+sin Nz = 2 T ; an —%=—%
2sin 5 ne1 2sin 5 sin 5

Psan cxomures mo mpusnaxy lupuxite

Cdopmynupyiite npusHak AbGessa. BoiBeaure yTBepkjaeHne npusHaka Abensa n3 npusHaka Jlupuxiie.
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36.

37.

38.

39.

oo oo

Teopema. Ilpusnak A6ens. Eciu a, MOHOTOHHa M OrpaHUYeHa, a Psil E b, cxomurcst, TO E a,, + b, cxomures.

n=1 n=1

BaMeTI/II\/I, 9TO YaCTUYIHbIE CYMMbI BN OrpaHUY€HbI. Tak Kak 110CJIeJOBATECJIbHOCTD {an} MOHOTOHHa W Or'paHUYCHa, Yy
HeE eCThb npejaeJr:

lima,, = a.

Torga lim(a,, — a) = 0. Bamerum, 9TO CIEAYIONMIA Pl CXOAUTCs 1O npusHaky Jlupuxiie:

oo
(an — a) - by.
n=1
Ho Torma mcXomHbIil psaf, TOXKE CXOIUTC:
o0 oo oo oo
Zan~bn = Z(an—a)-bn+a~an:Z(an—a)~bn+C,
n=1 n=1 n=1 n=1

e C' — HeKOTOpoe KOHETHOE THCIIO.
Yro Takoe nmepectaHoBKa 4ieHOB psiga’? IlpuBegure mpumep.
IIycte f: N — N — 6uekius

ToBopsT, wTo psia E b, mosryden u3 E Gy, TICPECTAHOBKOM YJICHOB, €C/H by = af(p)
CdopmysupyiiTe cBONCTBO aOCOJIIOTHO CXOSIIETOCsI Psia, CBA3aHHOE C MEPECTAHOBKOI YJIEHOB.

Teopema. Ecnu psin E Ay, CXOmUTCsT abCOIIOTHO, TO JIIOOOM Ps, MOJTYUEHHDIN 13 HEro MepecTaHOBKOM IJIEHOB, CXO-

JIATCST aDCOJTIOTHO K TOM K€ CyMMe.

CdopmynupyiiTe CBOMCTBO YCJIOBHO CXOZSIIIEroCsl Psi/ia, CBI3aHHOE C IE€PECTAHOBKOWM 4iIeHOB (Teopema

Pumana).

Teopema. (Pumana) Eciu psg Zan CXOAUTCSL YCJIOBHO, TO 1yist V.S € [—00;+00] TO CyImecTByer mepecTaHoBKa f

TakKasi, 9TO Z agmny =9

ITpuBeguTe npuMep yCIOBHO CXOZSIIIErOCsl Psifa U IEPECTAaHOBKM, MEHSIIOEH ero cymmy (c obocHoBa-

HUEM).

Pacemorpum coremytormmit psi;:

= (—=1)" 11 1
= 1l4+-—-+-—--=—In2
n; n t3737] .

IIOCMOTpI/IM7 KaK BBITVIAJAAT IIOJIO?KUTEJ/IbHaA U OTpUullaTe/IbHad YaCTU:

11 11
oo =2 1
Son=gtyt ty =5 (Inn + ) + o(1);
——1+1+ + ! —1n2+1 (Inn 4+ v) 4+ o(1)
mo T3 2n—1 2 7 '

Bosbmém caagasa, P IMOJIO2KUTEJIbHBIX CJIara€eMbIX, 3aTeM q OTpUIlaTE/IbHBIX U TaK JlaJiee. TOI‘,H& II0CJIC 1M TaKHUX ﬂef/'ICTBI/Iﬁ

TIOJIYyYUM CJIEYIOIIee:

1 1 1 1
Sjmp=§+1+”'+%=5'(1H(mp)+7)+0(1);
_ 1 1 1
27nq:1+§++2W]7_1:1H2+§(1n(mq)+7)+0(1)

Teneps 3aMeTnM, 9TO MBI IOy YN, 9TO HOCJIE IEPECTAHOBKN HAII PsJI CXOAUTCH K APYTOMY HHCIIY:

1
Stup = Samg = —2+4 5 -In (Z) +o(1).
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40.

41.

42.

43.

44.

Kaxk ornpeaeJsisdieTcd Ipomu3BeJeHne pﬂﬂOB? Y10 MOXKHO yTBEep2KJaTb O IIpou3BeJeHUun abCcoJIFOTHO cxXonas-

xcsi pagoB?

Ecan cnenyromast cymma umeer mpegen npu K, M — 0o, He 3aBUCAIAN OT MOPSIKA CYMMUPOBAHUS, TO TOBOPST, ITO

OIIpe/IeJIEHO IIPOU3BEJIEHUE PSJIOB.

K M e} n
§ ag | - § bm = § ag - bm = § Cn, Cn = E ag - bn—k
k=1 m=1 1<kLSK,1<m<M n=1 k=1

Teopema. (Kommu) Ecin E ak, E by, cxomaTcst abBCOMIOTHO, TO UX MPOU3BEIECHNE CXOAUTCS abCOTIOTHO.

Yrto Ttakoe nmpousBeneHue psaaoB B dopme Komu? IlpuBenure npuMmep BBIYNCIEHUS TAKOTO IIPOU3BeE/ie-

HUA.
IIpoussenenue psimoB o Korrm:
Coy = aq - b1

c3=as- by +ay-by

ca=as-by+az-ba+ai-bs

oo

b, :icn
1

m= n=2

0o
> a
k=1

aliTe onpeneseHusi: 0eCKOHeYHOE IMTPOU3BEeAeHNE, YACTUIHOE MMPOU3BEeAEHNE, CXO/IsdAIeecss DeCKOHEeYHOoe

Ipou3BeJieHNe, pPacxo/siiieecsi 66CKOHEYHOe ITPOU3BE/IeHNE.

N
H ap = a1 - Qa2+ - aN — YaCTUYHOE IIPOU3BEJICHUE.
n=1

0o

Beckoneurnbim mpousBeienneM Ha3bIBAIOT (POPMATILHYIO 3aICh H an
n=1
3Ha“IeHI/IeM 6€CKOHG‘{HOFO IPOU3BEICHUA ABJIACTCA IIPpEaesT YaCTUIHOI'O IMTPOU3BEACHNA:
00 N
H a, = lim an
N—o00

n=1 n=1

Ecnu npesien cyiecTByer u oH KOHEUYEH — TO OECKOHEYHOE IIPOU3BEJIEHNE CXOMUTCS, NHAYE PACXOIUTCS.

CdopmynupyiiTe u JoKaXKuTe HEOOXOAUMOE YCJIOBUE CXOAUMOCTU GECKOHEYHOT'O MPOU3BEIEHUS .

N
P,
Ecom Py = H Ay CXOIUTCS, TO Gp = 2 —
n—1

n=1

Zloxaszameavcmeo. Tak Kak 6€CKOHETHOE TTPOU3BEICHNE CXOTUTCSI, TMEEM

o0 o0
PN—>Han; PN71_>Han~

n=1 n=1

Torma 3amMeTuM cjeyIOmui (pakT:
Py
ay = =2 1.
Pn_4

n

ITycrs nocienosarenbuocru {a,}, {A,}, A, # 0 TakoBbIl, 9YTO a, = - ¢, 1 DeCKOHeYHOe IMpou3Be/ieHrne

n—1
N
H ¢, cxoaurcs. JJokaxkure, 9yro cyiecrByer yucao C # 0, 9yro H an, = An - (C +o(1)).

n=1

W3 ycmoBust 3HaeM, 9To H ¢, cxomuTest K gucity P # 0.
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45.

46.

47.

48.

49.

Paccemorpum, ueMmy paBHO YacTUYHOE IIPOU3BEECHUE:

[[ e g A, A Ay Ax
15 Cn =g 1 g e & =

P
rne C' = —,
Ao
Kak onipesiesisieTcst COOTBETCTBYOIU 6ecKOHeYHOMY ITpousBeaeHnio paa?! ChopMyaupyinTe u JOKa>KUTE

yTrBEp2KAeHue 06 MX B3aMMOCBSI3HU.

N
H ay, = elnl_[f:;1 an _ 622;11““71
n=1
oo S
a, =P <— Zlnan =InP (P+#0,a, = 1)
n=1 n=1

B kakom cirydyae GeckoHedHOe Mpom3BegeHne Ha3bIBaeTcs cxoadaimumMcs adcosotHo? Cdopmynupyiite u

AJAOKa>KXurTe KpI/ITepI/Iﬁ abCcoJIIOTHOI CXOANMOCTH O0EeCKOHEYHOro mnmpousBeaeHunsd.

9] [e'S)
H a,, Ha3bIBAECTCHA abCoOJIIOTHO CXOOANINMCS, €CJIN abCoOJIIOTHO CXOJIUTCA COOTBeTCTByIOH_[I/Iﬁ eMy p4 E In Ay
n=1 n=1

Jokasameavemeso. Ilycts an, = 1 + ay,, tae {a, } — GeCKOHEUHO Masiast TOCIIeI0BATEILHOCTD, TO €CTh &y, — 0.

Paccvorpum kpurepmii:

) &S]
H Ay CXOOUTCA abCOJIIOTHO TOTrga U TOJBKO TOrJa, KorJga abCOJIIOTHO CXOOUTCA PAL E (an — 1)
n=1 n=1

SaMeTnM Cieayrolee:

Ina, =In(a, + 1) = ay, + o(an).

Orciopa nostyuaem, 9ro |Ina,| = |ay| - (14 0(1)), 1o ecrsb | Inay,| ~ |ay,]. |

Hanummnre Impou3sBeaeHue Bannuca u ero 3uadyenue. Boraucienmne Kakmx NHTerpaJioB rnnpmBOoAUT K 3TOMI

dbopmyne?

oo ™

4n? ™ T,
ITpumep. (Ilpoussenenue Bajuiuca) 192 TIOJTyIaeTCs U3 aHAJIN3a WHTETPAJIOB sin” xdx
ne — 0

n=1

HpI/IM. pea.: eCTb OTJIMYHOE BUJI€O C MHTYUTHUBHO IIOHATHBIM JIOKa3aTE/ILCTBOM.

Haiite onpenesienue nzera-pyakuun ((-dyakuus) Pumana. Chopmynupyiite Toxxaecrso Dilsiepa nis

(-dyHKIIUIN.
1
ITpumep. (dzera-dyukuusa Pumana) ((s) = E —,s>1
n

ToxecrBo Ditsepa:

1
R V(=

aiiTe onpenenenunsi: GyHKINOHAIbHAS IOCJIEIOBATEJIbHOCTb, TOYKA CXOANMOCTU (PYHKIIMOHAJILHON I10-

,Fﬂep1:2ap2:3ap3:5a"'

cjieagoBaTeJIbHOCTU, obJjacThb (MHO}KBCTBO) CXOANMOCTHA Cl)yHKI_[I/IOHaJ'IbHOI';I ImocJjieJoBaTeJIbHOCTHU, IIOTO-

YedHad CXOAMMOCTb (ll)yHKI_II/IOHaJ'I])HOﬁ ImocJjie10BaTeJIbHOCTU Ha JaHHOM MHO2>KeCTBe.

Onpenenenne. QyHKIMOHATBHBIM PAIOM (ITIOCTIEI0BATEIBHOCTHIO) HA3BIBAETCS TAKOH paf (MOCIEI0BATETHLHOCTD ),

YTO €ero dJIeMeHTaMU fABJIAIOTCA He YUCJja, a (byHKL[I/II/I fn (x)

Onpenenenune. Ilycte Vn,n e N, f, : D - R, D CR

Tosopsr, uto a € D - touka cxomumoct { fr,(x)}, ecan nocrenosarensaocts { fr,(a)} cxomurces.

Or[pe,ae.neHne. MHozKkecTBO BCeX TOYEK CXOAUMOCTHU Ha3bIBA€TCA MHOXKECTBOM CXOJIMMOCTH.
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https://www.youtube.com/watch?v=8GPy_UMV-08

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Onpeneaenue. ['0BOPAT, ITO TOC/IEIOBATEILHOCTD CXOAUTCA Ha DD moTodedHO, ecain D — MHOKECTBO CXOTUMOCTH.

Yro Takoe papHoMepHasi Hopma? ITokaxkurte (MCXOAs U3 ONPE/IEJIEHUsI HOPMBbI), YTO paBHOMEPHAasi HopMa

SIBJISIETCS. HOPMOM B COOTBETCTBYIOIIEM JIMHEHHOM MPOCTPAHCTBE (BCEX YMCIIOBBIX (PYHKUMIA, ompenesiéH-

HBIX HA 33JaHHOM MHOXKECTBE).

Onpenenenue. Paccmorpum muoxkectBo Beex dbyukuuii f : D — R. ||f|| = sup |f(z)| - paBHOMepHas HOpMa B
xeD

npoctpancTse D.

CdopmynupyiiTe olpezesieHnss paBHOMEPHOI cxogmMocTu (PYHKIINOHAJIBHONM ITOCJI€0OBATEIbHOCTU: B

TepMHHaX HOPMbI 1 Ha A3bIKE & — 0.

Onpenesenne. 1) f, % <= |lfn—1fll—=0.
2) an(x) = S(z) < Ve >0,3IN(e):Vn = N(e),|Sn(x) — S(x)| <e.

Jokakute, YTO U3 pAaBHOMEPHOI CXOAMMOCTH CJIeAyeT MOTOYEYHAsl CXOAUMOCTb HA JJAHHOM MHOX>KECTBeE.

Jloxazamenvcmeo. PaccMOTPUM ONpPEIE/IEHHsT TOTOUETHON CXOMMMOCTH W PABHOMEDHON CXOIMMOCTH:
Vz € E,Ve > 03N = N(e,z) : Vn = N, |fu(x) — f(z)| < € - nOTOUEUHAS] CXOAUMOCTD.
Ve > 03N = N(e,z) : Yn > N,Vz € E||f,(x) — f(x)| < € - paBHOMEDHAsI CXOIUMOCTb.

BaI\erTI/II\J, YTO CBOMCTBO paBHOMepHOIU/I CXOOUMOCTH HE C.Ha6ee, qeM HOTO‘{Q‘{HOIU/I, a 3HAYUT, U3 paBHOMepHOfI CXOIUMOCTH

ciexyeT IOTOYEYHAS. |

IIpuBenuTe npumep pyHKIIMOHAIBHONI MIOCI€/10BATEIbHOCTH, CXOAAIIECsI IOTOUYEeYHO, HO He cXoasieiicst

paBHOMEpPHO (c 060CHOBAHUEM ).

Paccmorpum nocsieoBareabHocTh dyukiwmii Buga f,,(z) = arctg(nz). Iloroyednast cxonuMocTh B JAHHOM Cjiydae 00y-
™

CJIOBJIEHA T€M, 4TO IpH 1 — 0o arctg(nx) — 0, ecim © = 0 u |arctg(nz)| — 5 ecuH |z| > 0. Ho mpm sToM, Tak Kak

opu n — 00 Ha TOYKe g = 0 IPOUCXOAUT Pa3phiB, TO (DYHKIMOHAJIBHAS TOCJIEN0BATENLHOCTE fr(2) = arctg(nz) He

CXOMUTCA paBHOMEPHO.

IIpusBeaure npumep (PyHKIMOHAIBHON mocyenoBareabHocTH {f,(r)} (c HeTpUBHMANBHON 3aBUCHMOCTBHIO
OT N ¥ x), PABHOMEPHO CXOJSIIEHCsI HA HEKOTOPOM MHOXKecTBe (€ 0GOCHOBaHMEM )

HeTpI/IBI/IaJIbHaH 3aBUCUMOCTHb O3Ha4daeT, 9TO O6I_U,I/II‘/JI YJIeH 3aBUCUT KaK OT N, TaK U OT T.

1
n+z

Ipumep. Iycrs D = [0;400) un fr(x) =

D
Hoxkaxem, uro f,(x) = 0:
1
1w =0l = full = sup | fal)] = = = 0.
xeD n

Hokakure, 4To ecyiu ABe DYHKIMOHAJIbHBIE TOCJIEAOBATEJIHLHOCTY CXO/ISITCS PABHOMEPHO K IPeIeIbHBIM
(byHKIHSAM, TO X CyMMa TaK>Ke CXOAUTCH PABHOMEPHO K CyMMe 3THUX MPeebHbIX (PYyHKIIUMA.

D D D
Teopema. Ilycts f, = f u g, = g, Torma (fn + gn) = (f +g)'

Jloxasameavcmeo. Tlo ompenesennio paBHOMEPHON CXOIUMOCTH:
Ve > 03Ny (e) : |fulx) — f(z)| < = Vn > Ni(e) Vo € D;

Ve > 0 3N3(e) : |gn(z) —g(z)] < = Vn > Na(e) Vo € D.

NI ™MD M

Torya st siroboro x w3 D u jyist mo6oro n > max{ Ny, Na}:

g

2:€.

|[(fn(2) + gn(2)) = (f(2) + 9(2))] = [(fu(z) = f(2)) + (gn(z) — g(2))] < [fu(2) = f(2)] + [gn(z) — g(2)] < ng

19



56.

57.

58.

59.

Ho Torna
Ve > 03N = max{Ny, No} : |(fn(2) + gn(x)) — (f(z) + 9(x))| <e n>N Vax e D,

10 ecTb cymma (fy, + gn) paBHOMepHO cxoxutesd K (f + g) Ha D. |

,D;OKa)KI/ITe, 9TO ecJit JABe (byHKI_[I/IOHaJ'IbeIe ImocJjie 10BaTeJIbHOCTHU CXOOATCA PpaBHOMEPHO K OrpaHUYeH-
HBbIM IIpeaeJIbHbIM (byHKI_II/IHM, TO UX IIpou3BeleHne TaK>Ke CXOAUTCA PpaBHOMEPHO K IIPOU3BEJAECHUIO 3TUX

npeaeJabHbIX (QYHKITUHA.

JHoxazameavcmeo. Ilycrs namu nociepoareasnoctu — { frn}, {gn};, a ux npenenavusie Gyakuuun — f, g cooTs.
Buaem: V e1,e9 3 N1(e1), Na(e2) 1 |ful(x) — f(2)| < €1; |gm(x) — g(x)| < e2 upu n > Ni(e1), m = Na(e2).
Iycrs |f(x)| orpannuen orpannyen Kakoii-uubyap KoucranToit C1.

Tax xax |g(x)| orpannden, 1o |g,(z)| orpannden kakoit-nubyap kKoHcranroit Cy. CiemgoBaresnsHo,

[fn(2) - gn(z) — f(2) - g(2)| =
= fn(@) - gn(@) = () - gn(2) + f(2) - gn(2) — f(2) - 9(2)] <

< |fal@) - gn(@) = f(2) - gn(@)| + | f(2) - 9(2) = f(2) - gn(2)| =
|9n (@)] - | fu(@) = f(@)[ + | f(2)] - l9(2) = gn (@)

xT

)
)

— =

< Cy-e1+4 C - g9 (naumnas ¢ n = max(Ny(e1), Na(e2)).

Terteps BO3bMEM MPOU3BOJIBHBIN € > (), U IMOJIOXKUM £1 = 3 .6 Cz; €9 = 3 .6 o
Haunnast ¢ n = max{Ny(g1), Na(e2)} Bepro, uto |fn(x) - gn(z) — f(2) - g(x)| < e/3+e/3 < e. [ |

ITycrys dbysKmoHasbHasl OCIEL0BATEIBHOCTD { f,,} cXomuTcs paBHOMEpPHO Ha MHOXKecTBe D K IpeneJib-
HOM (yHkuuu f, ornenéHuoil or Hyusa (T.e. infD |f(z)| > 0), To pyHKUMOHANBHAS MOCJIEAOBATEIBHOCTD
re

{fn} cxomurcsa paBHomepno Ha D K f.

,ZZO’ICCLS(IT)’L@./L?)CWSO.

fn_f _
= sup

fo—f
< sup
n " f zGD

£
fn xeD |fnf|

upu n > N(e), vk || fn — f|| <eupun > N(e).

1 1
I+ -4 =
inf|[f(z)]=m >0 = |f(z)|2mVax e D.

[ful + [fn = f1 = [fo = (fu = O =1f] <= |fal = |f] = |fn — f|. losTOMY ecrn ¢ < m/2, TO

|fn|>|f\—|fn—f|>m—5>m—m/2:m/2 npu n > N(g), Benp |f| = m, |fn — f| <e <m/2.

1 1
|fu| >m/2 = <o s flzm = — HoaTOMy

Ifn\ |f|

1 1 €

— — —|| < sup < =€~—
fo P SR A S e = e

1 1
- (bUKCHPOBaHHOE YUCJIO, & € Y HAC — CKOJIb YTOJHO MaJioe, TO 9TO O3Ha4aer, 4ro ||— — =|| — 0, uro

no

SBJISIETCS IO OIIPEJIEJICHUIO PABHOMEPHON CXOIUMOCTBIO fr, K f. |

dokakute, 9TO paBHOMEPHAasi CXOANMOCTD IOCJIEOBATEJIbHOCTU HAa MHOKecTBe [ = DU Dy paBHOCUIILHO

PaBHOMEPHOII CXOUMOCTHU 3TOH IocJje/oBaTesibHOCTU HAa D1 u Dy omHOBpEeMeHHO.

Ilycts ¢ : G — D — b6ueknusa. [JJokakute, YTO paBHOMEPHAas CXOAMMOCTh (PyHKIIMOHAJIBHON ITOCJIeJ0Ba-
TeJIbHOCTH { f,} Ha MHOXXecTBe D paBHOCHJIbHA PABHOMEPHOI cxoauMocTy (DYyHKIMOHAJIBHON I0Cje0-

BaTeJbLHOCTH { f,, 0 ¢} Ha MHOXKecTBe G.
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60.

61.

62.

63.

Cdopmynupyiite Kputepuii Koiiu paBHOMepHOIT cxoauMocTh PYHKITNOHAJIBHONM MOCJIe10BaTeIbHOCTH.

,Z[OKa)KI/ITe, q9To IIpeaejl paBHOMEPHO CXO,HHHJ,eﬁCﬂ IIoCJIe JOBATE€JIbHOCTH HEIIPEePbIBHBIX (l)yHKI_II/Iﬁ ABJIA-

eTcsl HeNPEepPbIBHON (DyHKIHEH.

Jokasamesvemeo. Ilycrs dyHKImst s$(x) — npesies HEKOTOPOH IOCJIE0BATENBHOCTH HENPEPBIBHBIX (DYHKIMA S, ().
Torga menpepbBHOCTH yHKIME $(X), KOTOPYIO HAM HYKHO JIOKA3aTh, [0 OIPEIEJCHUIO OyIeT 3aK/I0Y9aThCd B TOM,

970 B JII000H TOUKe T Juist j1oboro € > 0 MoXKHO HafiTn Takoe d, uro u3 |h| < & caeayer, aro |s(xo + h) — s(zg)| < €.

st 001X X9, h, n nMeeM

[s(zo + h) — s(xo)| = |s(xo + h) — sn(zo + h) + sn(zo + h) — sn(x0) + Sn(x0) — s(z0)]
< [8(xo +h) = sp(wo + )| + [sn(x0 + h) — sn(20)| + |sn(20) — s(20)|-

ITo OIpeIeJIEHUIO paBHOI\lepHOﬁ CXOUMOCTHU MBI MO2KEM B34ATH TaKoOe€ 7, YTO JJIA J11000r0 i) 6y/:[‘eT BBIIIOJIHATBHCSA HEpa-

€
BEHCTBO |$(x0) — $n(x0)| < 3 BHAUUT CIpPaBEIUBLI HEPABEHCTBA:

[s(zo + h) — sp(zo + h)| < %;
€
[s(z0) — sn(x0)| < 3

Urax, mycrb Mbl 3apUKCHPOBAIN HEKOTOPOE 1, TOTJIA, HOCKOJIBbKY (MYHKIHS Sy (Z) MOHOTOHHA 110 YCJIOBHIO, HafiIETCst

Takoe §, 9To JjIs JIIoOoro |h| < § BBIIOJIHSETCS HEPABEHCTBO [S,(xo + h) — sn(x0)| < % TaxumM o6pazomM

e e ¢
[s(zo + k) — s(zo)| < |s(zo + h) — sp(zo + )| + [sn(zo + k) — sn(zo)| + |sn(z0) — s(z0)] < 3t3zt3z=e

Cdopmynupyiite teopemy Jduam o moHoTOHHO# cxomumocTtu. IIpuBegure npumep e€ mpuMeHeHUS JIJIst

AdOoKa3aTeJIbCTBa paBHOMepHOﬁ CXOANMOCTHA Cl)yHKLII/IOHaJIbHOﬁ II0CJIeJOBATEJIbHOCTN (C O60CHOBaHI/IeM).

Teopema. Ilycrs f, : [a,b] = R, f,(x) moHOTOHHA 110 N 1IpK KaxKaoM T € [a,b], f,, = f Ha [a,b] u f HeupepbiBHA.
D
Torna fr, = f
Ipumep. Cm. Ne16-19 sucrra Ned
IIpuBeuTe KOHTPHIPUMEP, MOKA3BIBAIOMINM, YTO B POPMYJIMPOBKE Teopembl JluH1 O MOHOTOHHOM CXO/Iu-
MOCTH HeJb3sl OTKA3aThCs OT yCJIOBUS HEIPEPBLIBHOCTHU MpeAebHOol dpyHKiuu (¢ 060CHOBaHUEM )

PacemorpuM byHKITMOHATIBHYIO TIOCIEI0BATEIILHOCTD [y, () ua muoxkecrse D = [0; 1]. TlofimMém, 4ro HEKOTO-

1+nx
pble yCIOBHUS [0 TeOPMBbI JIMHU BBITTOTHSIOTCS:

e D — xoMuakT (OrpaHMYEHHOE 3aMKHYTOE MHOYKECTBO).
e f, MOHOTOHHO yOBIBaeT Ha D.

e f, HenpepbiBHA Ha D.

IIOK&}KGM, Y9TO HE BBIIIOJIHAETCA YyCJIOBUE Ha HEIIPEPBIBHOCTDH Hpe)leﬂbHOfI @yHKL[I/II/I

3ameTnm, 9TO
1, x=0;
0, =#0.

To ectn f,, cxommTcst HepaBHOMEPHO Ha D.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

ITokaxkute HaA npuMepe KakK JoKa3aTb HEpaBHOMEPHOCTb CXOAMMOCTHA (byHKI_II/IOHaJ'[bHOﬁ ImocJjiegoBarTreJib-

HOCTH C IIOMOIIBIO JIOKAJIN3anuy ocobeHHocTu (¢ 060CHOBaHUEM).

1
Hano pacemorpers f, = — na muomectse D = (1;+00).
x

D
Samernm, aro f, — f = 0, HO IpHU ITOM UMEeM

1, z=1,;
fn—
0, =z>1.

Tlosyawnu, wto, ecau 106aBUTH TOUKY, HEIIPEPbIBHAS (DYHKITUS CTPEMUTCS K pa3pbiBHOI. TO eCcTh JIOKAJIM30BaJIA OCO-

GEHHOCTD, a 3HAYUT (DYHKIMOHAJIbHAS TTOCIEI0BATEIbHOCTD [, CXOIUTCS HEPABHOMEPHO.

CdopmynupyiiTe U JOKAX>KUTe TEOPeMY O HOYJEHHOM Mepexode K mpejieily B PYHKIMOHAJIBHOM ITOCJe-

A0BaTEeJIbHOCTH.

Teopema. Eciin dyHkimonanbHas M0CIeI0BATEIBHOCTD [ () CXOQUTCA PABHOMEPHO HA MHOXKECTBE T K HPEIEIbHOM

dyukuun f(z) m Bce 3j1€MEHTBI 9TOi IOCJIEI0BATEILHOCTH UMEIOT IIpe/iesl B TOYKE Tg, TO U HpeJiesbHast QyHKIUs

uMeeT Tpesesl B TOUKe Zg, npuuéM lim f(xz) = lim (lim f,(x)) = lim ( lim f,(z)), T.e. cumBoa lim mupenena
T—rTo —xTop N—00 n—oo r—Io n—oo
[OCJIEIOBATEILHOCTU U CUMBOJI lim  1ipesiesia hyHKIUM MOXKHO II€PECTaB/IAThL MecTaMu (Wi, KaK FOBOPAT, K [IPeJIEITy
r—xg

UpU T — Tg MOXKHO [E€PEXOUTh HOWIEHHO).

CdopmynupyiiTe TeopeMy o noujieHHOM AudpdepeHIimpoBannu PyHKIIMOHAJIBHON TOC/I€e/10BaATEIbHOCTH.
Teopema. Ilycrs a,b € [—00;400] u D = (a;b) wm D = [a; b].

D
[Iycts f, macdbdepentupyema na MHOokKectse D, fi = g u cymectsyeT Touka ¢ € D, uto {f,(c)} cxomurcs.

Torma cymiectByeT Takast npejenbHas dyurnusa f, aro f, EES f. uro f nudbdepenmupyema u f' = g. U eciu D
D

orpaHuveso, To f, = f.

Hpyruvmu ciioBaMu,
!
lim f,(z ) = lim f/(x).
CdopmysupyiiTe TeopemMy O MOYJIEHHOM MHTErpupoBaHuu (PYyHKIIMOHAJIIBHOM TOCJIEeI0BATEIBHOCTH.

Teopema. Ilycts a,b € [—00;+00] u D = (a;b) wmu D = [a;b).

D
IIycts f,, menpepwBua vHa D u f, = f. 3amernM, 9TO U3 MOCIEIHETO YCIOBHUS CJIEAyeT HEIpepPhIBHOCTE f Ha D.

/ fult)dt = / ()t

Torma

Vlm IpyTUMU CJIOBAMHE:
/ lim f,(t)dt = lim fa(t)dt.

n— oo n—oo

Kak onpegensitorcst MHOXKeCTBa aOCOJIIOTHO U YCJIOBHOI cXoaumMocTu MyHKIMOoHaJIbHOro psaga? Kak oHu

CB4A3aHbI C MHO>KE€CTBOM CXO,E[I/IMOCTI/I?

Onpenenenne. MHoXecTBO aOCOTIOTHOM CXOIUMOCTH — MHOXKECTBO BCEX T€X 3HAYEHUN T, IPU KOTOPBIX PsiJl CXOIUTCS

abCOJIIOTHO.

Onpe/:[e.neHI/Ie. MuoxkecTBO yC.HOBHOfI CXOJHUMOCTH — MHOXKECTBO BCEX TeX 3HAYEHU T, IPpU KOTOPBLIX PAJ CXOJUTCA

YCJIOBHO.

O06beuHEHNE MHOXKECTB aDCOJIIOTHOM CXOIMMOCTH U YCJIOBHON CXOAMMOCTH 00pa3yeT MHOXKECTBO CXOJIUMOCTH.

aiiTe onpeneseHne paBHOMEPHOI CXOANMOCTH (DYHKIIMOHAJIBHOTO PAJA.
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

Onpenenenve. OyHKIMOHAIBHBI DsiJi HA3BIBAETCsSI PDABHOMEPHO CXOJSIIMMCH, €CJIU €ro JacTudHas CyMMbl Sy ()

PaBHOMEDPHO CXOIHUTCH.
CdopmynupyiiTe n HOKa>KuTe HEOOXOINMOE yCJIOBHE PABHOMEPHOM CXOANMOCTH (PYHKITMOHAJIBLHOTO ps/ia.

o0
D
Teopema. Eciu Z an(x) paBHOMEPHO cxomuTes K cymme S(z), 10 a, = 0

n=1
Hokasamesvemeo. Sy (x) = a1(x) + -+ - + an(z), an(z) = Sp(x) — Sp—1(x)
D D
Sp=8S = a, =3 (5-95)=0 [ ]

Cdopmynupyiite kpurepuii Ko paBHOMepHOi#i cxoauMocTu PYyHKIIMOHAJIIBHOTO Psi/aa.

oo
Teopema. PyHKIMOHATLHBIN P Z an(z) cxomurest papHOMepHO HA D <= Ve > 0 IN(¢e), Yn > N, Vm:

n=1

llan + ant1 + -+ angml|| < e

Tee. |an(z) + ang1(z) + - + anym(z)| < e Yz € D.

Cdopmynupyiite cieacrBue kpurepusi Ko — J0cTaToOYHOE YCJIOBHUE TOro, UYTO (PYyHKIIMOHAJIBHBIN Psif

He dBJIdeTCdA CXOAAIIMMCA paBHOMEPHO.

Caencrue. (Orpunanue kpurepust Komm) Ecin I{x,,} € D, I{m,} € N, Je:

|an(xn) + an—i—l(xn) +-- a’mn (xn)| > €0

HpI/IBe,HI/ITe nmpumMep (byHKI_[I/IOHaJ'IbHOI"O pdaga, cxoadinerocd Ha HEKOTOPpOM MHOXKeCTBe ITIOTOYe1YHO, HO He

paBHOMepPHO (Cc 060CHOBAHUEM ).

CdopmynupyiiTe Ma>kopaHTHBIN Tpu3Hak BeliepmiTpacca abcoJsiioTHOM 1 paBHOMEPHOI cxoauMocTu PyHK-

IMUOHAJIbHOTO psAda.

Teopema. (IIpusnak Beitepmrpacca) Ecian |a,(x)| < by, npu Vn = ng, Vo € D, a psan an CXOJIUTCSI, TO Zan(m)

cxoyuTes Ha D abCOIOTHO ¥ PABHOMEPHO.

Kak npumensirorcss npusnaku Janambepa m Komm (pagukanbHbIil) [Oj1s1 MCCIEIOBAaHUS CXOOUMOCTHU

bYyHKIMOHAIBHOTO psana?
Teopema. (IIpusnax Janambepa) Ecau g < 1: |apt1(x)] < ¢ - |an(x)|] upr Vn = ng, Vo € D, npudaéM an,(z) —
orpanudena ua D, To Z an(x) cxomurest Ha D abCOTIOTHO U PABHOMEPHO.
o .n
Ipumep. X%H’ D=[-rr],r>0
n=

JJ”+1 n

< T
(n+1) T
xT r .
T ‘ < q. IIycTs ng : 1 < 1, 6epém q = 1 SHa4uT, psij aOCOJIOTHO U PABHOMEPHO CXOIUTCS.
n n no

CdopmynupyiiTe HEPABEHCTBO JJIsi OCTATKA 3HaKo4Yepeayerocs pyHKIMOHAIBHOrO psaAa (1 yCJaoBUs ero

MPUMEHUMOCTH).

Cdopmynupyiite npusunak JleiibHuIia paBHOMEPHOM CXOJMMOCTH 3HAKOYepeayoieroca QyHKIIMOHAIb-
HOro psija.

D
Teopema. (Ilpusnax Jleitbruna) Ecin wy, () 4 () u Uy = 0, TO P CXOAUTCSH PABHOMEPHO.
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

CdopmynupyiitTe npusHak Jlupuxje paBHOMEPHOIN CXOANMOCTU (PYHKIIMOHAJILHOTO pPAaa.

D
Teopema. (IIpusnax [dupuxne) Ecmn a,(z) L) # an = 0, a [|by 4 - -+ + by|| < C Vn, To pga paBHOMEPHO CXOIUTCH
na D.

CdopmynupyiiTe npusHak AGejss paBHOMEPHOM CXOAMMOCTU (PYHKIIMOHAJILHOTO PAaa.

Teopema. (ITpusnak A6esnsi) Ecan a,(x) monotonna mo n (npu Vo € D), u ||a,|| < C upu Bcex n, a psf an(x)

o0
CXOIUTCHA PABHOMEPHO, TO DA E an(x) - by (x) cxomurcs paBHOMEPHO.

n=1

CdopmynupyiiTe TeopeMy o MO4YJIEHHOM IMepexoje K npejeidy B OYyHKINOHAILHOM pse.
Teopema. —o0 < a < b < +o00, D = (a;b), D = [a; ]

o0 o0
IIycts DyHKITMOHATLHDBIN PSIT Z ¢n () cxomurest pasaoMepHo Ha D, 29 € D, 3 lim ¢, (z) =y, u 3 Z Yn = Y.
n=1 rTo n=1

o0 oo o0
Tor1a $hﬁrgﬂlo Z cn(z) = nz::l whgglo cn(x) = nz::l Yn =Y

n=1
CdopmynupyiiTe TeopemMy o mouieHHOM AuddepeHImpoBann pyHKIIMOHAJILHOTO psaaa.
Teopema. —o0 < a < b < +o00, D = (a;b), D = [a; ]

oo
Iycrb ¢, (x) nuddepernupyemsr #Ha D n Z ¢ (r) cxomurest pasHoMepHo Ha D.

n=1

o0
Torna psan Z ¢n(x) cxopurest Ha D (a ecam D orp, TO cxoauTest pAaBHOMEDHO), a ero cymMma 6yzer auddepeHuupyemoit

n=1
o0 / o0
dyukupmeii na D u <Z cn(:r)> = Z cn(x)
n=1 n=1

CdopmynupyiiTe TeoOpeMy O MOUJIEHHOM MHTErpUPOBaHUU (PYHKIIMOHAJIIBHOTO Ps/ia.

Teopema. —oo0 < a <b < 400, D = (a;b), D = [a; ]
/ (Z Cn (t)) dt = Z/ ¢n(t)dt — cxomures paBaHoMepHo Ha D.
a n=1 n=1v4

Yro Takoe cremnenHoi psana’! Kak onpemensitorcs paanyc U MHTEPBAJ CXOJAUMOCTHU cTemeHHoro psima? Urto

MOXXHO yTBEpKJaTh O XapaKTepe CXOAWMOCTH psia Ha MHTepBaJie CXOAMMOCTH?
o0
Onpenenenne. Cremnennoil ps — E en s (x—x0)"

n=0

Onpenenenne. Ilycrn:
Ry = sup{|z — z¢| : psim cxomures}
R4, = inf{|z — x| : paa pacxomurces} niam + 00, €CIn Psijl CXOAUTCS BCIOJLY

dR = R., = Rdv — paguyc CXOIUMOCTH.
Teopema. Ha unrepsaje CXOIUMOCTH CTEIEHHON PsJI CXOIUTCS abCOIOTHO.

Y10 MO>KHO yYTBEp2KJaThb IIPO paBHOMEPHYIO CXOAMMOCTb CTEII€EHHOIO pﬂ,ua?

Teopema. Eciau R > 0, TO CTeneHHON psifl CXOAUTCS PABHOMEDHO TIpH | — xo| < 7, rje r < R (J0Ka3aTeabCcTBO Yepes

npusHak Beitepirpacca).

CdopmynupyiiTe u goKaXute Teopemy Abessa 0 CXOAMMOCTU CTEIIEHHOrO psifa.

Teopema. (AbGeis)
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86.

87.

88.

89.

1. Ecsin cremeHHO# psAJl CXOAUTCS B TOUKE T 7 Xo, TO OH CXOIUTCS IIPU BCEX T : |x — xg| < |21 — 29

2. Ecisiu crernienHoil psiji pacXojuTcs B TOUKE Tg 7# T, TO OH PACXOJUTCH IIPU BCEX T : | — xo| > |19 — Xo]

N N n N n
Hoxazamesvcmeo. 1. Z en(T — o)™ | = Z Cn - (21 — 20)" - (M}) < Z len - (21 — 20)"|- (5533()) ‘ <
n=m n=m xl - xo n=m Il - xo
E(qm_’_”._’_qN) <8.qm_17 =0
—4q

doKa>kuTe, 4TO €cjiu CTEMEeHHOI psig E ¢n - (x — x,)" pacxogurcst B TOUKE T1, TO OH PACXOOUTCS BO BCEX

TOYKaX &, JJIsI KOTOPBIX |& — To| > |11 — o

Joxasamesvcmeo. JlokazkeM, ITO €CI E en(x — o)™ cxomuTCs B TOUKE X1, TO OH CXOJUTCSI BO BCEX TOUKAX X, JJIsi
KOTODBIX | — x| < |21 — To| ® . U3 31010 Gyzer cieoBaTh cHOPMYINPOBAHHOE BBIIE yTBEPKIEHHE (METOIOM OT
[POTHBHOIO).

Urak, nokasbiBaeMm ®. (Byzem paccMaTpuBaTh HETPUBUAIBHBIA Clydail X1 # Xg, MHAYE OUEBUIHO).
N

o xr—x " N
ch(x_ajO)n = ch'(l‘l—l‘o)n' <0> < Z |Cn'(l‘1—1}0)n’~
n=m 1= %o n=m

n
Tr — X

1 —
n=m 1 0

Bamernm, uTo |c,, - (21 — 20)"| < € mpu m = ng(e) (caeucTBHe U3 HEOOXOAUMOIO YCJIOBHS CXOJLUMOCTH).
T — X

T — X

00pa3yIoT reoM. MPOTPECCHIO, TIe ¢ = < 1.

ajee, (Ipy HaIIAX yCJIOBUAX
» 1P y

T1 — Zo T1 — Zo

1
TaKqTo*gs'(qm+~~~+q")<5~qm~iq%0.

IMogemy k mymo? IIpu m — oo Bepazkenue ¢ -

OCTaeTCd OrPAHUYEHHBIM OJHOHI M TOU Ke KOHCTAHTOH, a € - 3TO

OPOU3BOJIbHAA CKOJIb YI'OJHO MaJiad BEJIXMIUHA.

Uror: panx cxomures no kpurepuio Korrm. |

BreiBegute dopmyny Komm-Anamapa /s pajuyca CXOJUMOCTU CTEIIEHHOTO Psaa.

o0
Z en - (x —x)"
n=0
IIpumennm pagukabHbIil Tpu3nak Komm:
Vlan(@)] = V/lenl - |z — ol
im {/|a, (z)] = |z — 20| - Tim /¢y
Ecm |z — | - im {/|c,| < 1, To psy cxomures
Ecmn |z — x| - lim {/|e,| > 1, To psin pacxomures

1
lim /e,

DA PACXOIUTCS, U MBI IOy IUIN ABHYIO (DOPMYILY PaJINyca CXOIMMOCTH.

Beeném R = — dbopmysy Komu-Agamapa. IToaygaem, aro upu |z — xg| < R psm cxomures, upu |z — zo| > R

IIpuBeauTe MpUMeEpHI CTEMEHHBIX PSAAOB, paauyc cxoaumoctu R koropeix: R € (0,+), R =0, R = 0o (c

o6ocHOBaHUEM).

Ilycts R — paanyc cxogumocTtu creneHHoro psaga. ChopmynupyiiTe u fOKa>KuTe TeoOpeMy O pPABHOMEPHOM’

CXOIMIMOCTH CTelleHHOro psina Ha [0; R].

Teopema. Ilycts Z ¢, R cxomuresa. Torma cremeHHol ps Z cn(x — 20)" cxXOIUTCS PABHOMEPHO Ha [Tg, 2o + R)|

Loxazameavcmeo. B Havame mokazaresbcTBa X049y 3aMETUTh, UTO JOKA3BIBAIO HE COBCEM TO, UTO B BOIIPOCE ITPOCHT,

o/iHakKo 310 Bpoje omubka Maesckoro, a ne mosi. s Toro, 4Tobsl BCE OBLIO, KaK BOIIpOCce, BO3bMUTe o = 0.
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90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

26”(x )" = Ykt (90;;”60>

n=0
oo
Z(can) — CXOJIUTCS PABHOMEDHO (OT & HE 3aBHCHT)
n=0
— X

Z (R) \L(n) YV € [z, 20 + R)
n=0

oo
= Z en(x — )™ — cxomuTCsl pABHOMEDHO Ha [T, Xo + R] no npusHaxy AGesst [ ]

n=0

o0

Ilycts R — paguyc cXOOMMOCTU CTENEHHOrO psija. B KakoMm ciydae MOXKHO yTBEPXK/JIATh, UTO E cnR" =

n=0
[ee]
lim E cpz™? OGocHyiiTe OTBeT.
z—R—0
n=0
Teopema. Ilycts g cn R™ cxomures. Torma cremeHHo psi, E cn(x — 20)" cXOIUTCH PABHOMEPHO.
— T
Jlokasameavemeo. E en(x —20)" = E (cn - R") - <R)
n=0 n=0
o0
g ¢n - R™ cxomurest = cXOAUTCsI PABHOMEPHO (He 3aBHCHUT OT )
n=0
x T n
— Zo
(R) In tpu V& € [zg, 2o + R]
(o)
SHaYUT, P E cn(x — 20)™ cXOIUTCS PABHOMEPHO 110 Ipu3HaKy Abesis. |
n=0

o0 o0

Tak Kax psiji CXOAUTCS PABHOMEPHO, TO g c,R" = lim E en(x — 29)"
. x—xog+R—0 s
n= n=

IIycts Tenepsn Z ¢, R pacxomurcs. Torma psin Z cn(x — )" He MOXKET CXOIUThCSI PABHOMEDHO Ha [Zo, Zo + R)

Ilycts R — paamyc CXOAMMOCTH CTEIIEHHOTrO psijia. B KakoM ciiydyae MOXKHO yTBEpPKJaTh, UTO CTEIIEHHOM

psig, cxonurcst HepaBHoMmepHo Ha [0; R)? ObGocHyiiTe oTBer.

YT0o MOXKHO YyTBEpPXKJAaTh O PaAMyce CXOAMMOCTH CTEIIEHHOIO Pd/a, MOJy4YeHHOro Hmo4djieHHbIM audde-
PEHIINPOBAaHUEM HMCXOHOro psaaa’?

Pagnyc cxomumocTu npu audhepeHInpoOBaHUE CTEIIEHHOTO Psiia He U3MEHSIeTC.

Y10 MOXKHO YyTBEpPXKJAaTh O PaJMyce CXOAUMOCTH CTEIEHHOro psAa, IOJyYeHHOTO MOYJIeHHBIM WHTErpHU-
POBaHMU MCXOHOrO psaa’?

Pa,ZLI/IyC CXOMUMOCTHU IIPpU UHTEIPUPOBAHUU CTEIICHHOT'O PAJa HE U3MEHACTCA.

CdopmynupyiiTe 1 JJOKaXXATE TEOPEMY O MOUJIEHHOM JaudpepeHInPOBaHNYN CTENEHHOTO Ps/Ia.
oo / o0 oo

Teopema. Z e (x—20)" | = Z Cn-n-(x—x0)" "t = Z Cnt1(n+ 1) (z — )"
n=0 n=0 n=0

CdopmynupyiiTe 1 JOKa*KUTe TEOPEMY O MOYUJIEHHOM WHTETPUPOBAHUM CTEIIEHHOI'O psija.

T 00 0

Teopema. / Z en(t —xo)™ | dt = Z n (z — x0)" T

1
o \n=0 n=0 n+

Banumute popmysny Teitsiopa ajis 6eckoneuyno quddepenimpyemoii GyHKIIUN C OCTATOYHBIM YJI€HOM B

dopmax Jlarpanxka u Kormu.
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Ecin dyukuus f(x) 6eckoneuno nudpdepennupyemMa B TOUKe T, T0 GyHKIuu f () MOKHO conoctaBuTh eé ps Teilopa:

0 0 (y
Zf ( O)(.’I}—l‘o)n

n!
n=0

N f(n)
Ipu sTom f(z) = Z fi(xo)(x —x0)" +rn(x)

n!

n=0
(N+1) 0Nz —
ry(z) = / ((xji)[:_ 1))('x Zo) (x —x0)NT1, 0 € (0;1) — bopmyma Jlarpamxka
(N+1) 0 (x —
ryn(z) = / (xo;' ) (1—0)N(x —z0)N*, 0 € (0;1) — dbopmyma Kormm
97. ChopMmysupyiiTe n JOKa>KUTE yTBEPAKICHUE O €IMHCTBEHHOCTHU Pa3JioyKeHus! (DYHKIIMU B CTEIIEHHOU PsJI.
o0
Teopema. Eciu f(x) = Z cn(x —x0)", |x — 29| < 0, TO 3TOT CTEneHHOl psiyt — eé pan Teiinopa.
n=0
oo
Jokasamenvemeo. fH) (z) = Z Cnonn—1)-(n—k+1)-(x —xo)" "
n=~k
k)
f(k)(xo) =cp k! = ¢, = ! k('xo). SuaguT, creneHHoi psam — ps Teitaopa. |

98. YUro Takoe beHKI_(I/IS{, aAHaJIUTU4YeCKad B ,Z[aHHOI?I Touke? KakoBo cooTHoIleHue MeXAy IMOHATUAMHU Oec-

KOHeYHO JqudPepeHuPYEMOCTA U AaHATUTUIHOCTH ?
ODyHKINS HA3BIBACTCS aHAJTUTUIECKON B T.ZTg, €CJIU OHA MPEJICTABIMA B OKPECTHOCTH 3TON TOYKH B BUJI€ CTEIIEHHOTO

psna. He Besikast 6eckoneuno quddeperupyemMast GyHKIUs Oy1eT aHaAIUTHIECKO.

99. IIpuBeaure npumep deckoHeyHo nuddepeHIUpyeMoil (PYHKIINN, HE SBJISAIONIENCS AaHAJIUTUIECKOMN.
— ,x#0
0,z=0
£(0) = f'(0) = f"(0) = --- = 0, psin Teitnopa npu o = 0 pasen 0

IIpumep. f(x) =

100. Banuimre pa3JioXKEeHUs B CTEIIEHHOU PsiJi C IIEHTPOM B HyJie HJis pyHKuii e”, sin x, cos x. KakoBo MHOXKe-

cTBO cxomuMmocTu paaa? Ha Kakom MHOXKecTBe cyMMa psifia mpeAcTaB/isieT co6oii ncxoauyo dyHKIUO?

X n
1. " = Z x—“ R=o00
— nl
Hoxraxkem paserctBo. Omennm octatok 1o dopmyse Jlarpanxa.
pN+1
ry(z) = €% . ————— 0 € (0; 1) MuoxkectBo cxomumocti — R, Ha MHOMKecTBe R CyMMa psiia IpeICTaBIIsSET

~~ (N+1)V
———

const
—0 npu Vo
co00#t NCXOHYI0 (DYHKITUIO.
2. Jljst cos x aHAJOTUIHO:

& 2n

cosT = Z (—=1)"- é—n)‘,x ER,R=00
n=0 :
3. s sin x aHAJIOTUYIHO:
) 0 n x2n+1
SlanZ(—l) m$eR7R:OO
n=0

101. Banumure pa3jioXKeHUE B CTEIEHHON psij ¢ ueHTpoM B Hyte s pyukuuu (1 + z)P. KakoBo MHOXKeCTBO

cxoaumocTu psaa? Ha kakoMm MHOXKecTBe cymMMa psa IIPeACTABJsSIeT cOD0M MCXOAHYI0 (DYyHKITHUIO?
(oo}

(e =3 Dow pae p)a=plo-1)...(0-n+1),R=1
n=0 !

102. ITonyuure pasnoxkenue s In(1l + ) MHTErpupOBaHNE PATIOYKEHUST JJIsI . KakoBo MHO>KkeCTBO cXoau-

1+=x
moctu psiga? Ha kakom MHO»XKecTBe cyMMa psijia IIpeAcTaBjisieT coboil ncxoanyoo pyHknuo? ObocuyiiTe

OTBeT.
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	Вопросы
	 Дайте определения: числовой ряд, частичная сумма ряда, сумма ряда, сходящийся ряд, расходящийся ряд. Рассмотрим ряд с общим членом an. Докажите, что если ряд сходится, то an 0.
	 Сформулируйте критерий Коши сходимости числовой последовательности. Сформулируйте и докажите критерий Коши сходимости числового ряда.
	 Сформулируйте и докажите признак сравнения положительных числовых рядов, основанный на неравенстве an bn.
	 Сформулируйте и докажите признак сравнения положительных числовых рядов, основанный на неравенстве an+1an bn+1bn.
	 Сформулируйте и докажите признак сравнения положительных числовых рядов, основанный на пределе limanbn.
	 Пусть последовательности {an}, {An} таковы, что an - (An - An - 1) = cn и ряд cn сходится. Докажите, что существует C такое, что a1 + a2 + …+ an = An + C + o(1).
	 Сформулируйте и докажите признак Лобачевского-Коши.
	 Сформулируйте теорему Штольца о пределе последовательности. Покажите на примере, как с помощью теоремы Штольца можно уточнить асимптотическую оценку для частичной суммы ряда. pnqn, pn, qn 0.
	 Пусть an, an' — сходящиеся положительные ряды. Говорят, что ряд an' сходится быстрее ряда an, если an' = o(an). Докажите, что в этом случае также rn' = o(rn), где rn, rn' - остатки соответствующих рядов.
	 Пусть an, an' - расходящиеся положительные ряды. Говорят, что ряд an' расходится медленнее ряда an, если an' = o(an). Докажите, что в этом случае также Sn' = o(Sn), где Sn, Sn' - частичные суммы соответствующих рядов.
	 Пусть положительный ряд an сходится и rn — его остаток. Докажите, что ряд (rn - rn+1) также сходится, причём медленнее, чем ряд an+1.
	 Пусть положительный ряд an расходится и Sn его частичная сумма. Докажите, что ряд (Sn+1 - Sn) также расходится, причём медленнее, чем ряд an+1.
	 Сформулируйте признак Даламбера для положительного ряда
	 Сформулируйте радикальный признак Коши для положительного ряда.
	 Докажите, что всякий раз, когда признак Даламбера даёт ответ на вопрос о сходимости ряда, то радикальный признак Коши даёт (тот же) ответ на этот вопрос.
	 Докажите, что если для положительного ряда an существует liman + 1an = q, то существует и lim[n]an = q.
	 Приведите пример положительного ряда, вопрос о поведении которого не может быть решен с помощью признака Даламбера, но может быть решен с помощью радикального призанка Коши (с обоснованием).
	 Приведите пример ряда, который сходится медленнее любого ряда геометрической прогрессии, но быстрее любого обобщённого гармонического ряда (с обоснованием).
	 Сформулируйте признак Гаусса для положительного ряда. Приведите пример применения признака Гаусса.
	 Приведите пример положительного ряда, вопрос о поведении которого не может быть решен с помощью признака Гаусса (с обоснованием).
	 Выведите двустороннюю оценку для частичной суммы ряда через определённый интеграл. Сформулируйте и докажите интегральный признак Коши-Маклорена
	 Что такое улучшение сходимости положительного ряда? Покажите на примере как можно улучшить сходимость ряда.
	 Дайте определения: знакопеременный ряд, знакочередующийся ряд, абсолютно сходящийся ряд, условно сходящийся ряд, положительная часть ряда, отрицательная часть ряда.
	 Докажите, что ряд сходится абсолютно ровно в том случае, когда сходятся его положительная и отрицательная части.
	 Докажите, что если ряд сходится условно, то его положительная и отрицательная части расходятся (имеют бесконечные суммы).
	 Сформулируйте мажорантный признак Вейерштрасса. Приведите пример применения признака.
	 Что такое группировка членов ряда? Докажите, что любой ряд, полученный из сходящегося ряда группировкой его членов, сходится и имеет ту же сумму.
	 Как с помощью группировки преобразовать знакопеременный ряд в знакочередующийся? Что можно утверждать о сходимости полученного знакочередующегося ряда?
	 Приведите пример преобразования знакопеременного (но не знакочередующегося) ряда к знакочередующемуся.
	 Для знакочередующегося ряда с убывающем по модулю общим членом сформулируйте оценку n-го остатка. Приведите пример применения этой оценки.
	 Сформулируйте признак Лейбница для знакочередующегося ряда. Приведите пример применения признака Лейбница.
	 Покажите на примере, что к знакопеременным рядам неприменим предельный признак сравнения.
	 Покажите, что для любых числовых последовательностей {an}, {Bn} справедлива формула суммирования по частям: n=m+1N an(Bn - Bn-1) = (aNBN-amBm) - n=m+1N (an - an - 1) Bn-1.
	 Сформулируйте признак Дирихле. Приведите пример его применения.
	 Сформулируйте признак Абеля. Выведите утверждение признака Абеля из признака Дирихле.
	 Что такое перестановка членов ряда? Приведите пример.
	 Сформулируйте свойство абсолютно сходящегося ряда, связанное с перестановкой членов.
	 Сформулируйте свойство условно сходящегося ряда, связанное с перестановкой членов (теорема Римана).
	 Приведите пример условно сходящегося ряда и перестановки, меняющей его сумму (с обоснованием).
	 Как определяется произведение рядов? Что можно утверждать о произведении абсолютно сходящихся рядов?
	 Что такое произведение рядов в форме Коши? Приведите пример вычисления такого произведения.
	 Дайте определения: бесконечное произведение, частичное произведение, сходящееся бесконечное произведение, расходящееся бесконечное произведение.
	 Сформулируйте и докажите необходимое условие сходимости бесконечного произведения.
	 Пусть последовательности {an}, {An}, An =0 таковы, что an = AnAn - 1 cn и бесконечное произведение cn сходится. Докажите, что существует число C =0, что n = 1N an = AN (C + o(1)).
	 Как определяется соответствующий бесконечному произведению ряд? Сформулируйте и докажите утверждение об их взаимосвязи.
	 В каком случае бесконечное произведение называется сходящимся абсолютно? Сформулируйте и докажите критерий абсолютной сходимости бесконечного произведения.
	 Напишите произведение Валлиса и его значение. Вычисление каких интегралов приводит к этой формуле?
	 Дайте определение дзета-функции (-функция) Римана. Сформулируйте тождество Эйлера для -функции.
	 Дайте определения: функциональная последовательность, точка сходимости функциональной последовательности, область (множество) сходимости функциональной последовательности, поточечная сходимость функциональной последовательности на данном множестве.
	 Что такое равномерная норма? Покажите (исходя из определения нормы), что равномерная норма является нормой в соответствующем линейном пространстве (всех числовых функций, определённых на заданном множестве).
	 Сформулируйте определения равномерной сходимости функциональной последовательности: в терминах нормы и на языке -.
	 Докажите, что из равномерной сходимости следует поточечная сходимость на данном множестве.
	 Приведите пример функциональной последовательности, сходящейся поточечно, но не сходящейся равномерно (с обоснованием).
	 Приведите пример функциональной последовательности {fn(x)} (с нетривиальной зависимостью от n и x), равномерно сходящейся на некотором множестве (с обоснованием)
	 Докажите, что если две функциональные последовательности сходятся равномерно к предельным функциям, то их сумма также сходится равномерно к сумме этих предельных функций.
	 Докажите, что если две функциональные последовательности сходятся равномерно к ограниченным предельным функциям, то их произведение также сходится равномерно к произведению этих предельных функций.
	 Пусть функциональная последовательность {fn} сходится равномерно на множестве D к предельной функции f, отделённой от нуля (т.е. infx D |f(x)| > 0), то функциональная последовательность {fn} сходится равномерно на D к f.
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